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1. 


De aequationibus secundi gradus indeterminatıs. 


Dissertatio inauguralis. 


(Auctore Adolph. Göpel.) *) 


Dauis numeris A et Ü, aequalionem — Ay’—=+Ü cel. Lagrange 
demonstravit ea conditione resolubilem esse, ut si Ü<yA, fractio ee sit in 


numero earum, quae versus yA convergunt. Evoluta igitur radice YA in 
fractionem continuam, methodum indicavit, qua omnes numeri Ü<ZyA inve- 
nirentur, per quos aequatio illa solvi posset. Qui, quamvis ab A ita pendeani, 
ut nonnisi evolutione radieis yA eruantur, nonnulli tamen sunt, qui ex sola 
discerptione numeri A cognoscantur; quod quomodo fiat in numeris primis 
formae 4n-+-3 eorumque duplis, hisce paginis explicandum mihi conslitui. 


$. 1. 
Quaevis radx yYA=y(a--b), ubi A<-(a-+1)’, in fractionem 
conlinuam eversa, cujus numeratores unitati aequales sint, habet denumeratores 
(quos quotientes vocant), qui symmetricam formant periodum ejusmodi: 


0 0 
Designantibus more solito 
1 


a quotientem completum (ut est apud cel. Legendre), qui ad quem- 


p **) fracliones versus convergentes, 


cunque quotientem « perlinent, habetur 


VA) 


*) (Vide hujus Diarii tom. 35 p. 318 et 313). 
Adjectis zero proxime antecedentes, apicibus insequentes denotantur. 
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2 1. Göpel, de uequationibus sec. gradus indeterm. 


sive (9J44D)yA— (ag + p)yA= (ag p)J+(ag+p)D— 44; unde 
(1) ag-+p, 
(2.) pJ — by — ap alque eliminando D vel J, 
4) D= — 


ita ut series D sit series valorum expressionis x’ — Ay’ alternis signis affecto- 


rum; et si quod evolutione radieis YA invenltum sit, aequatio 2’ — 


—+D per fractionem FL quae ad illud D perlinet, solvenda est. Deinde 


quum sit 


(9.) uD J+J, 


Aegq. (6.) docel « esse limitem, quem non excedit J; aeq. (5.). 24 esse eum, 
quem non excedunt « et D, quippe quod J et D sunt numeri positivi. Prae- 


terea series numerorum (... J. J,J',...) et (D',D,D',...) utraque habet 
periodum symmelricam: et si quolientium periodus ita est instituta, ut non 
habeat terminum medium, (D,... D,. D,....D,) est ejusdemmodi periodus. 
Contra est (I,... et aeq. (6.) haec est A= 
quoniam duo D, quae sunt media, inter se aequalia sunt. Sin terminum me- 
...), habet eliam series D, non 


dium habeant quotientes, ita (44, 
habet J; et aegq. (5. posito evadunt: 


Unde elucel, illud D, quod est in media periodo. esse divisorem numeri A, 
si est impar; numeri 24, si est par. Jam quum neque numerus primus p 
formae 4n--3 neque ejus duplum possint in formam J?-+- D’ redigi, necesse 
est ut quolientes radieis yp vel y2» habeant terminum medium, alque mediun 
D sit aut aut =p. Sed quum p sit > 2a et D oporteat esse < 2a, 
concluditur D esse = 2, alque hine, aequationem Ay’= +2 solubilem 
esse, si A est numerus primus 4-3 simplex vel duplex. Signum intelli- 
gendum est superius, si n est impar, inlerius, si n est par; id quod, omissis 


| 
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ex illa aequatione numeri 8 multiplis, in oculis est. Quae, quum salis sint 
omnibus nota, equidem ab ovo non repeto et quae sit quolienlibus radicis yA 
conditio, si quod est D=2, disquiram. 


2. 


Positis — fractionibus, quae ad D=2 perlinent, in aegg. (1. et2.). 


n 
habes: 


(7.) n(a—J) — m(a+J)—nb — — 2m 
unde ea, quae quaeritur, conditio elicienda est. 


0 
I. Nam si est 2n <n sive ultimus fractionis — quotiens —>1, evadit 


0 


—ın 0 
numero integro, 2r m; inde 


D 


aegqg. (7. et 8.) hae J’=a, Jam—bn —— 2m, unde formae 


0 
2n— m<-n, alque existente 


Quotiens correspondens u est proxime < .„ ergo = a; quamobrem 


mn b=2B, B= Fm mz eruuntur. 

Il. Sin est nn sive ultimus fractionis — quotiens— 1, est certe 
—ın < 2n — m alque ex aeq. (7.) n, J=a—1, eodemque 
ac supra -In—m-— Im, +n m)-nz, 
b=%b — +m(n m)- nz. 

In utroque autem casu habemus duo J, quae contigua sint et aequalia, 
unde adhibitis aeqq. (5. et 6.) statim deducitur, illud D, quod est 2, esse 


medium periodi terminum. Radices itaque numerorum A, quibus aequatio 
— Ay’—=+2 solubilis est, in fractionem conlinuam evolutae, habent quo- 


tienlium periodum: 


I. aut hanc, ss A= «-+2B, 


ubi 
0 0 
(9) m=?2n, mn—mn—= Hl, 
(10.) 2Zam —bn —= — 2m, 
II. aut hanc, A= «-+-W-+1, 


u 


4 1. Göpel, de aequationibus sec. gradus indeterm. 


ubi 
11) m—mn— +1. 
(12.) 2am—bn —= m — 2m. 

I. Jam patet ex aeq. (6.) A—a’—=2D' sive D’—=DB, id quod huic 
theoremali locum dat: | 

„Omnibus numeris primis 44’+3 eorumque dupis A= «-+2B, 
„aequaliones 2 — Ay’—= +2, —=FB solubiles sunt. Signum intellige superius 
„vel inferius, prout A (vel 44) est formae 84"--7 vel 84"--3.” 

II. Item positis —1, D=2 in aeg. (6.) evadit A— 
—a-+-b'. Deinde positis «—=1, ’—a-+b, —=a—1, patet J"=b+1, 
D"—=a—b'. Quae hisce verbis exprimuntur: 

„Omnibus numeris primis 44’+3 eorumque duplis A—= «+20 +1, 
„aequationes — Ay’— +2, —F(a-b'), =+(a—b') solubiles sunt, signis 
„ut supra habitis.” | 

Haec duo theoremata, quae cel. Hellerung, Med. Dri., debentur, eandem 
methodum secutus exposui qua doctissimus vir in libello manuscripto, quem benigne 


mecum communicari voluit, meoque permisit arbitrio, ingeniosissima usus est. 


3. 


Aequationes condilionales supra laudatas paulo accuratius investigabo et ne 
qua oriatur signorum ambiguitas, seorsim aequalionem — Ay? — 2 tractabo. 


Conjunclis aeggq. (9.), quaead A—=a’--2B spectant, evadit 20-11 —ımn, 


0 
unde concluditur m et n esse formae «°--2v’; cujus mihi, quamvis cogni- 
tae, rei demonstralionem liceat afferre. Discerpatur enim quotientium series 


36 


(O. 42, 4.) atque habeatur (0, Ur, .... 4,_,) cum convergentibus 
0 
7 1 
et .... 4,) cum convergentibus 
st 
£ 
a 0 0 + 00 
et 2 denotante +1, erit py —pg Est deinde — = 
n 
0 
m 


n 


(13.) pa—2ya —= 29x — px. 


IM 


1. Göpel, de aequationibus sec. yradus indeterm. 


Posito 
(14) d= (pr — 2ya)i = — pz)i, 


0 0 
apparet numeros 71, x, # hasce habere formas 


0 
z—=dy-+ ag, 
(15.) 0 0 0 | 0 
= ep, 22 — dp-+ 
ea quidem lege, ut sit 
(16) 
0 0 0 
id quod substitutis valoribus 77, #, 77, z in aeq. a2 — nz = —i reperilur. lidem 
0 
valores in expressiones mm et n subslituti dant: 


€ 


(17.) 


1 


€ € 


Vides numeros & et &, semper esse posilivos. Numerus autem d posilivus 
vel negativus est prout : minorem vel majorem quotienlium numerum com- 


plectitur; namque si ita discerpitur, ut «, fiat ullimus primae parlis quotiens, ea 
0 


pu,+p x 


0 0 
1 gu, n—zu, 
—:,.0', unde d’ — pr)? —u,(pz — — u,.8,.0 igitur eo 
0 
minor exsistit, quo major est index y. At sumto y=1, est d=?n posi- 


0 
tivum, et sumto y=z, est do —=—?n negativum. Est itaque aliquod Ö’, quod 
sit negativum, dum est posilivum aut.sallem =0. Quodsi est posilivum. 
est —1, id quod hoc modo derivatur. Quoniam 
st 0 0 
he 


sive (e— du,)g > (au, — 
quod per &, multiplicatum, hoc est: 
elucet, quod &,u,— positivum esse posuimus: 
aut A) d(au,—d)=1, und d=1, 2. 
e—=3, quae in aegq. (15. 17. 18.) substituta dant 


| | 
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0 0) 


0 
ubi — et fracliones sun! ın numero earum. quae 


a 2444 
m 
versus — convergunl; 
aut B) —d)=0, und d=0, =2, i. e. 
aut «) e=1, ==2, quod dat 


2— 20, 
0 0) 0 

0 


0 
00 ) m 
ubi pr — el versus —- convergunl, 
aut 5) e=2, unde 
0 
VE 
0 0 0 
0) 
0 
p m 0 
ubi versus — convergunt el pr — 
1 
Quibus omnibus in unum collectis. concludendum est, omnes formae 
2n’--1 divisores posse per formam --2v’ exprimi; ita quidem, ut si sit 
0 
n— u habeatur 2dv—i, Pu atque 
23 a a 28 2 & m 
au —, aut — aut — versus — convergant, prout 
est aut er >u>v au u>% au u<v, 


0 
p 
1 
atque eruantur correspondentes numeri J et D, quae ut uno ictu perficiantur, 


p 


Istae jam fractiones singulatim pro et 7 in aeqq. (3. et 4.) ponantur 


substituas 
?dd-+ea 


0 

Es 
1 


d’utev dutev 


0 
alque deinceps pro d, e, d’, e qui iis conveniunt, valores ponas. 


am, 


& 
j 


=! 


1. Göpel, de aequalionibus sec. gradus indeterm. 


Invenitur (d’e— de)i et 


(19) J = (d’e—de)i | — 4upa\dd' 
4° 
+vb |, 
— (au a\ de 4- de) — 2ava ee | 
— 


Aequationis (10.) ope evenit 
4ußa — — 2(— v’b-- Rava- «). 


quare designantibus brevilalis causa 
20) = 
(21.) v — (—vb-+Rava-- b — — 
habetur J= — de) [2dd" — ee) (de --d’e)p]. Computatione expres- 


sionis JI supersederi polest, namque comparalis inter se aegq. (3. et 4.) 
0 0 
apparel ex terlia, mulalis signo el p, g in p, 4, quartam fieri. Est itaque 


D — (d’e—de)|(E 


$. 4. 
Alteram jam conditionem (11.), quae ad d—=a’-+2b’--1 pertinet. 


0 0 0 
eodem modo traclo. Fit enim 2n’-- 1 (m--n)n, accommodalisque quae 
0 0 
supra dixi, ad hune casum, constat esse n w- Av, m-n= 427, 
0 0 
existente — 2ßv =i, n— av- Pu, m=a(a— v)-+P(2P — u); constal 


0 
ınsuper fracliones aul —, versus — convergere. unde 
u—v v’ u n 


a—v 2B— u 


eolligitur aut 
0 


2P—u a—v ._m 
esse ın numero earum, quae Versus sıve conVel-— 


gant, prout est w>uD>v au u>R%v au u>r. In eodem fere. quo 
supra, loco res est. Namque .ubi fuit 2/5, «, hic est 2? — u, De- 
signantibus itaque, adhibita aeq. (12.) 
(22) = |-wb-+(«— v)u--(2P —uv)a+(a— — 
(23.) — v)va+(a— 
— 2/2P — u)ua — (2? — ur]i, 


J/ et D haben! easdem alque supra formas. 


% en", 
= 
EN. 
| 
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A. Jam si est 22 > > v ponatur succesive d—=1, e=—1; 
d—0, e=1; d—=1,e— 1, invernientur D’=y+2%y; J=v—gy, D=y; 
=v-+go, D=w-—2y. 
B. Si est ponatur d—=0,e—=1; d=1, e—0, D’ y; 
J=y, D=2y. 
C. Sin est ponatur d—=1, e=(0; d—=0, e=1, evadit 
D’—2v; J=—-y, D=y, 
atque omnibus casibus id est commune, ut sit DD’ — y’ 
unde apparet quem vis numerum primum 8r--3 in quadratum duplicemque 
quadratum dissolvi posse. 
y omnino est positivum, g autem, quod signum habeat, ex aeg. (24.) 
2v)w — 2urp=i, quam multiplicatis aegqg. (20.) (vel 22.) per 4uv, 
summa aegq. (20.) (vel 23.) per — alteraque ab altera subtractis eruere 
liceet. cognosces. Habet enim idem, quod u —2v’, signum. Haec aequatio 
docet quoque expressiones et — 4u’v? sive (u — Av?) (u’— 
eodem esse signo praeditas. Quare si est Y>2g, signi nulla ratione habita, h 
reperitur 22 >u>r, quod sub (A.) evenit; sin est w <2y, est aut u > 2% 
aut «<_v, quae ad (B.) et (C.) perlinent. Invento ilaque relationis inter 
a et v ceriterio, quum numeri primi eorumque dupli una tantum ratione per 
formam x°-+-2y° exprimi possint, *) hocce propono theorema: 
„Numeris primis atque eorum duplis A—= aequaliones 


„indeterminalae — Ay’— —i(y--2y), =ty, solubiles 
„sunt, si est aequationes Ay’—= —1.2ıy, —=i.y, siest 
De signo literae 2 infra dielurus sum. 
$. 5. 


Venio nune ad eos numeros A, quibus aequalio — Ay’ = 2 propria 
est. id quod imprimis numeris primis 8n--7 eorumque duplis convenit atque 
deinceps ejus casus, qui est in $.2 sub I. rationem habeo. 


Discerpentibus, ut in $. 3, quotientium seriem atque iisdem literis' 
0 0 0 0 
utentibus,. est pyy —py=t, nz — nz =i el 


(35) d= (pr— = (dyr — 


dp 


*) Vid. Legendre, Theorie des Nombres. 


1. Göpel, de aequationibus sec. gradus indeierm. I 


existente conditione 
(27.) 2 EE£,. 
Fiunt deinde 


—2p° 
€ 


(29.) 2m — 


0 


30) 


Numerus itaque est posilivus et quum sit minuitur, 
donee &, est posilivum, augetur, donec est negalivum. Existente, 


vides esse > ee, Si negalivum, Si est 
positivum, omni igitur ralione esse €, sive €’ quare, si duo contigua 
sunt negaliva, omnia reliqua eodem erunt signo affecla. Jam quum pro indice 


0 
y==1 fiat e=n posilivum el pro negalivum, erit aliquod 
e et unum quidem, quod sit positivum, dum @ est negativum; quod cum 
aeg. (27.) comparatum, effieit d—=1, e=1, —= —1; etenim, si €” essel 


positivum, haberentur duo contigua et aequalia d', id quod absurdum est. 
Aeqq. (27 — 29.) hae sunt 


0 . . 
Elucet inde n habere formam —= — 2v?, m — 27° — «', ita ut sil au — 


n — Pu — ov et fracliones versus convergant. Substitutis ita- 


P__ p__ 2dß+ea 
y d’utev 
oriri in promtu est. Sed aeq. (10.) nune fit: 


quare designantibus 


que in aegq. (3. et 4.), eandem illam aeg. (19.) 


81) = [-wb+(eu-+ 
32.) v= 
— 4[— 
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s 1. Göpel, de aequationibus sec. gradus indeterm. 


A. Jam si est 2% > > ponatur succesive d—1, e= —1; 
d—0, e=1; d=1,e—1, invenientur D’=y+2%y; J=v—gy, D=y; 
J=v+go, D=vy-—2y. 

B. Si est u>?2v, ponatur d—= 0, e=1; d=1, e—0, fi D’’—=vy; 
J=y, D=2y. 

C. Sin est «<Zv, ponatu d—=1, e=0; d—=0, e=1, evadit 
D’—?2v; J=—-y, D=v, 

atque omnibus casibus id est commune, ut st DD’ — 
unde apparet quem vis numerum primum 8r--3 in quadratum duplicemque 
quadratum dissolvi posse. 

y omnino est posilivum, g autem, quod signum habeat, ex aeg. (24.) 
2v)w— 2urp=i, quam multiplicatis aegg. (20.) (vel 22.) per 4uv, 
summa aegq. (20.) (vel 23.) per «° — 2v’ alteraque ab altera subtractis eruere 
liceet. cognosces. Habet enim idem, quod «—2v‘, signum. Haec aequatio 
docet quoque expressiones dp’ — et (a — — 4u’v? sive (u — Av?) 
eodem esse signo praeditas. Quare si est »>2Y, signi nulla ratione habita, 
reperitur 22 >u>r, quod sub (A.) evenit; sin est w <2y, est aut u > ?2v 
aut «<< v, quae ad (B.) et (C.) perlinent. Invento ilaque relationis inter 
a et v» ceriterio, quum numeri primi eorumque dupli una tantum ratione per 
formam --2y° exprimi possint, *) hocce propono theorema: 

„Numeris primis Sn--3 eorum duplis 9°--2ıy, aequaliones 


„indeterminalae — Ay’— —i(w--2y), —= —t(w— solubiles 
„sunt, si est > aequationes Ay: = —1.2y, =i.y, siest y<2g.” 
De signo literae 2 infra dielurus sum. 
$. 5. 


Venio nune ad eos numeros A, quibus aequalio &°— Ay’= 2 propria 


est. id quod imprimis numeris primis 8n--7 eorumque duplis convenit atque 
deinceps ejus casus, qui est in $.2 sub I. rationem habeo. 


Discerpentibus, ul in $. 3, quolientium seriem alque iisdem literis' 


0 0 0 0 
utentibus,. est —pyq=i, m nz el 


(25) (pr— Wya)i = (2yx 
(26.) 


0 


An == Op-tep, dp -- 


*) Vid. Legendre, Theorie des Nombres. 
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existente conditione 
(27.) 


Fiunt deinde 
2 


€ 


(29) 2m — 


Numerus itaque est posilivus et quum sit —d—e,u,, minuitur, 
donee &, est posilivum, augetur, donec negativum. Existente, —2—e':/, 
=E", vides esse Si & negalivum, <e.e, Si est 
positivum, omni igitur ratione esse €, sive €’ <Ze; quare, si duo contigua & 
sunt negaliva, omnia religqua eodem erunt signo allecta. Jam quum pro indice 


0 
y==1 fiat &=n posilivum et po y=x, e=—m negalivum, erit aliquod 
e et unum quidem, quod sit positivum, dum ®' est negativum; quod cum 
aeg. (27.) comparatum, effieit d=1, e=1, € — —1; etenim, si €” esset 


positivum, haberentur duo contigua el aequalia d, id quod absurdum est. 
Aegqg. (27 — 29.) hae sunt 
0 0 


n — + 


Elucet inde » habere formam — — 2v?, in — — «a, ita ut sil au — 


m — 2 


n — — ov et fracliones versus — converganl. Substitutis ita- 


p__ 


que — — in aeggq. (3. et 4.), eandem illam (19.) 


d’u-tev 
oriri in promtu est. Sed aeq. (10.) nunc fit: 
— — 2 


quare designantibus 


31) 9 = 2Pv)a- 2ap]?, 
32) v= [—vb-+Rav.a+ 
— 4[— 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLV. Heft 1. 2 
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es! 0 0 0 
J — (de — d’e)|(2dd’-- ee) y--(de--d’e)y]. 
D (d’e — de) 
$. 6. 
Altera aequatio (11.) quae est —1—= (m-n)n docel esse 


n = au—?2pv—t und n — 
0 


2n 
versus — vel 


. 
m — —u)— o.(@e—v) et fracliones 


(2? — u) — v) 


m . 
versus — convergere sequilur. Quare quum 


in aeqq. (3. et 4.) ponenda sint, res se eodem, atque in $. superiori, modo 
habet, nisi quod hie est 2? —u, @e—v, ubi fuit 25%, «. Designent itaque 
(32) = [-wb-+ ke —v)u-- (2? —u)v)a+(2B — v)(e —v)];, 
(33) —v)va+(a—v)]i 
4[— Wb--2(2P — u)ua-+ (29 — 


et reperiuntur pro J et D eaedem, quae in $. superiori sunt, expressiones. 


\ 


Substitutis jam suis pro d, e valoribus, nimirum d—=0, e—=1; d—1, 
e—=—1, aisit D>’=y; J=9—v, —3y, unde A=J’-+D.D' 
—g — i.e. numerus primus Sn in formam —2yr redigi potest. 
Quod quum innumeris modis elfici queat, antequam theorema de aequalione 
nostra proponatur, disquirendum est, ad quamnam repraesentalionem per formam 
illud pertineat; oportet enim infra 2a esse. Una certe reprae- 
sentalio est ita insliluta, ut sit „<T 2a, ea nimirum, quae minimis numeris 
expressa est el per f*—2g’ denotetur. Reliquas omnes haec formula: 

Df— 299) — — rg)"; 
posilis pro p et g omnibus, qui aequationi p —2y’—1 satisfaciunt, positivis 
vel negativis valoribus, complectitur. Eienim denotantibus Qu maximum inter 
y-f el w--g, 2r inter et w—g divisorem, est 

9-f=hP, v+g=2Quß, Wa 
sive 

eujus alter factor ex. gr. +1. Eliminatis ex illis aeggq. («. et £.), fit 


| 


1. Göpel, de aequationibus sec. gradus indeterm. 11 


v(p+f) = uw—g), 
= up—f) 


— 

+p = (W+ f--Aurg 
unde, exisiente — 2(Quv)' = (u — —1, formula supra lau- 
dala orta est. 


sive 


Res ilaque vertitur in eo, ut valores p et y inveniantur, qui yf—py<_ 2a 
reddant. Fit autem 
pg, 
N), 
Ay’ —Aayf<g— 4a, 
(Ag— < (A 


1< A 
et quum 9 2a, f<Z3a esse posuerimus, y<Z12 sequitur. Soluta aequa- 
lione » == 1, inveniuntur pro ores: 75 


Unus est itaque, qui g conlingat, valor, nimirum 4=2, p = 3, ila ul 
duae tantum sint numeri A repraesentationes, quarum altera si est p’ — 2", 
altera erit (3p — dw) — — atque — sit idem illud D, quod 
supra invenlum est. Quae, quomodo ad numeros primorum duplos accommo- 
dentur, quum salis in medio sit, hocce proponere licet Iheorema. 

„Numeris primis 8n-+7 eorumque duplis A—= y’— ubi w 2a, 
„aequationes — Ay’=:.y, — — — solubiles sunt.” 


$. 7. 


Reliquum est, ut de signo literae.2 nonnulla dicam, cujus determinandi 
modum suppedilant aeg. (23.) — Query =: et (35.) (w-1- 20°) 
= ?, quae ex (33. et 34.) comparata est. (Quamvis enim 
u el v incognila sint, constat tamen «% esse impar et ad eliminandas ex illis 
aequalionibus literas % et v satis est numeri 8 multipla relinqguere. Aequatio 
itaque (23.) fit: 

v— =i (mod. 8). 
Jam si 9’ +2” est numerus primus, g est impar; sin est primi duplex, eril 
alque impar, quoniam est numerus primus. Posito 4 
impari, aut vo aut up--vwy est par et habes 
v= (mod. 4). 


| 
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Posito auiem ?2%,, Y, impari, evenit 
=? (mod. 8) pro v pari, 
y--4 == —? (mod.8) sive w== 32 pro v impari, 

unde elucet 2 esse aut —=1 aut —1, prout y habet formam 8n-+2+1 
aut 8n--6+1. 

In altera aequatione (35.), quae fit 

up) =? (mod. 8), 
y aut impar aut per 4 divisibile ponendum est, quum numeris primis 8n -- 7 
conveniat impar, primorum duplis sit et A= — unde yı 
par est. Habes itaque 
v = ? (mod. 4) 
si impar ponis; alque pro 4y, fit 
aut w==3(mod.8) aut sive 32 (mod. $), 

unde colligitur esse 2—1 aut = — 1 prout w est formae 8n--2+1 aul 


Sn--6+1. Quibus omnibus collectis, quum aut w—3 aut w—1 per 4 di- 

| 

visible sit, signorum regula haec est: Pro A numero primo, est —(—1) 


+ 


pro A primi duplo, est <= (—1) 
$. 8. 

Hisce equidem brevissimam eas, quas solubiles esse demonstravi, ae- 

quationes solvendi melhodum adjiciam, quae etiamsi in universum adhiberi 


nequeat, laboriosae tamen, ubi suppelit, magnarum radicum evolutioni praefe- 


. . . . . m 
renda est. Numerorum enim, qui eandem habent periodum sive idem 25 


multitudo est infinita et unus est, qui sit reliquis minor, quem sui generis minimum 

dicere licet. Datisque m et n sive % et v, per aequalionem indeterminatam 
Qurp — 

omnes valores et quorum singuli sunt et <2uv atque igde 

omnes A inveniuntur, qui datam habeant periodum. Vice itaque versa, datis 

et y quum unum certumque — conveniat, aequatio illa numeros et 


2uv inveniendi modum subministrat, modo ne sit A sui generis minimus. 
Nam quotiescunque abstrahentibus a signo est wF?2r, satis erit 
aequationem — ita solvisse, ut sit par et id quod una 
tantum ratione fieri posse constat: contra, si A est minimus sive < wu 
v<Quv, erit el si quis numerum 
quaerere velit, is rursus in aequalionem quadratam, quam evilare vult, incidat. 
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At quum numerum g interdum negativum esse viderimus, pro g pono 
zy el zw pro habitis et posilivis, quoniam illis numeris idem 
est signum Est igitur aequalio — — zi. (Quare resolula aequa- 
tione —=4ı—F1, ita ut sit par et numerus +2" 
compulandus est, qui si non fit quadratus, A est sui generis minimus, cujus 


casus ralionem amplius non habeo. Sin fit quadratus, est +2y"—n' — 
et habes w y', Zuv — Jam si esi w sive 
imparis duplum, z est=1 et = +7 


—4. Sed si n+w per 4 divisibile, id quod superiori tantum signo con- 


. . 
tingere potest, est z— —1 et — 


— —/ 


Erutis hoc modo valoribus % et ©, per alteram linearem aequationem 


eu —2Ppv — it, a et P inveniuntur. In ($$. 3. et5.) est fractio versus — 


& » ‘ 
convergens —-, unde in ($$. 4. et 6.) est and a<?2e >v. 


Aequalio igitur au— ita resolvi debet, ut sit pro numero 
A=«a-+2B; > pro numero A= --1. Quibus valoribus 
invenlis, hasce habes solutiones minimas: 

(au-+ — A.v’ — iy, 

(eu — Au — 


(a—1)u Fo)+2B Fa) — A.(uFo) = —iwtz.2g), 
((a—1)(u— v)+2P — eo)’ — A (u—v) — 
et qua lege reliquae inveniantur, omnibus constat. 
$. 9. 


At si numeri p et w non fuerint dati, habes cerle methodum numeros 
primos A=4n--3 per formam g°+2w’ exprimendi, simillimam ei, quam 
Gel. Gaufs in disquistionibus arithmeticis (n. 265) de discerptione nume- 
rorum primorum 4n--1 in duo quadrata proposuit. Evoluta enim radice 
yA= y(8n-+3) in fractionem continuam cum quolientibus completis, invenietur 
aliquis denominator, qui sit dimidius proxime antecedentis vel insequentis vel 
ipsorum summae, atque hic est et habetnr Alque in numeris 
primis formae Sr --7, eodem modo existent duo denominatores contigui, quorum 
summa sit duplex correspondentis J, quorum uterque pro w summi potest. ita 
ut habeatur A— — 


- 
Ay 
IN 
. 
| 
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2. 
Zur Theorie der Ebene. 


( Vom Herausgeber. ) 
( Gelesen in der Akademie der Wissenschaften zu Berlin am 1. Mai 1834.) *) 


Beranntlich hat man sich vielfältig bemüht, einigen von den Stellen 
der Euklidischen Geometrie, die entweder nicht so klare Vorstellungen ge- 
währen, oder denen eine nicht so ununterbrochene Folgerichtigkeit eigen ist. 
als dem ganzen übrigen, so vortrefflichen Werke, jene Klarheit der Vorstel- 
lungen zu verschaffen und die Lücken der Schlufsfolgen auszufüllen. Insbe- 
sondere waren, zum Beispiel, die Bemühungen um die Theorie der Paral- 
lelen zahlreich, obgleich von denselben wenigstens alle diejenigen, die nur 
von Euklides Sätzen ausgingen und bei seinen Hülfsmitteln stehen blieben. 
immerfort mifslangen. Auch um einiges Andere hat man sich vielfältig be- 
müht, jedoch nicht um alles, was zu wünschen übrig bleibt, gleich angele- 
gentlich. Gleichwohl ist darunter ein Gegenstand, der nicht minder unvoll- 
kommen, obschon gewils nicht minder einflufsreich auf alles Übrige sein dürfte. 
als irgend ein anderer: ja, der selbst noch unvollkommener, obgleich eben 
so wichtig ist, als die Parallelen- Theorie. Dieser Gegenstand ist die Theorie 
der Ebene. Bei den Parallelen drückt sich Kuklid wenigstens völlig be- 
stimmt und klar aus, und die Schwierigkeit ist nur, dafs dort ein Satz ohne 
Beweis angenommen werden soll, der des Beweises fähig zu sein und zu 
bedürfen scheint. Bei der Ebene dagegen sind die Worte des grofsen Lehrers 
der Geometrie sehr unbestimmt, wenigstens dunkel. Kuklid sagt: „Eine 
Ebene ist, welche zwischen jeden in ihr befindlichen geraden Linien auf einer- 
lei Art liegt.” Diese Definition scheint derjenigen nachgebildet, welche er von 
der geraden Linie giebt, und welche diese Linie für diejenige erklärt, „die 
zwischen jeden in ihr befindlichen Puncten auf einerlei Art liegt.” Die Worte 
„auf einerlei Art liegt” geben aber offenbar keinen, auch nur einigermafsen 


*) Der Herausgeber hält es für nicht unrecht, dieser Abhandlung hier in diesem 
Journale den Raum, welchen sie einnimmt, für diejenigen Leser zu gestatten, denen 
vielleicht die Denkschriften der Berliner Akademie nicht zu Gesicht kommen; denn der 
Gegenstand verdient offenbar allgemeine Erwägung. 
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ausschliefsenden Begriff von irgend einer bestimmten geometrischen Gestalt, 
und lassen folglich die Vorstellung von der Ebene völlig in Ungewifsheit. 
Gleichwohl ist die Ebene das Constructions-Feld fast der gesammten übrigen 
Geomelrie; und gleich der erste Satz des ersten Buchs des Kuklides be- 
darf eines bestimmten und festen Begriffs der Ebene, wenn er nicht, nebst 
fası Allem, was folet, im Dunkel und im Ungewissen schweben soll. Es 
wäre daher zu erwarten gewesen, dafs man sich um die Theorie der Ebene 
wenigstens eben so angelegentlich und vielfältig bemüht hätte, als um die der 
Parallelen. Allein dies ist nicht geschehen. Die Ursache mag sein, weil die Paral- 
lelen (die übrigens auch ihrerseits den Begriff der Ebene unumgänglich nöthig 
haben) ein viel einfacherer Gegenstand sind, als die Ebene: ein Gegenstand, 
der nicht allein vielseitigeren Bemühungen zugänglich ist, sondern bei welchem 
auch die Nothwendigkeit der weiteren Aufklärung mehr in die Augen springt. 
In neuerer Zeit hat man gesagt: eben sei eine Fläche, wenn die geraden 
Linien. welche je zwei beliebige in der Fläche liegende Puncte verbinden, 
ganz in der Fläche liegen. Gleichzeitig hat man die gerade Linie für den 
kürzesien Weg von einem Puncte zum andern erklärt. Diese Definition der 
geraden Linie giebt aber noch weniger eine bestimmte Vorstellung von der 
Gestalt des Gegenstandes. als selbst die Euklidische, und scheint ihr daher 
auch nicht vorzuziehen. Die Definition der Ebene aber, obgleich sie aller- 
dings bestimmter ist, als die Euklidische, schlielst, wenn man sie näher be- 
trachtei. so auffallend Lehrsätze in sich, dafs sie, aus eben den Ursachen, 
aus welchen die Euklidische Begründung der Parallelen- Theorie nicht zu- 
gelassen werden mag, noch viel weniger dürfte zugestanden werden können. 
Denn zieht man z.B. in der Ebene, in welcher das Dreieck ABC Fig. 1. 
liegt. durch eine der Ecken A und durch einen beliebigen Punct D der 
gegenüberliegenden Seite die gerade Linie AD, so soll dieselbe, der Er- 
klärung der Ebene zu Folge, ganz in der Ebene des Dreiecks liegen: alle 
Puncite der Ebene in dieser Linie sind also völlig bestimmt. Zieht man nun 
hierauf aus einer zweiten Ecke B des Dreiecks eine gerade Linie BE nach 
irgend einem Puncte E& der gegenüber liegenden Seite AC, so soll auch diese 
Linie eben so wohl ganz in der Ebene liegen, und alle Puncte der Ebene in 
dieser Linie sind ebenfalls völlig bestimmt. Beides zusammen: dafs AD 
und BE ganz in der Ebene liegen, ist also offenbar nur dann möglich, wenn 
AD und BE, etwa in F\ sich schneiden; denn sonst wäre von zwei. Ebe- 
nen, nicht von erner die Rede. Dafs nun AD und BE nothwendig sich 


a 
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schneiden, nicht etwa BE unter oder über AD hinwegläuft, folgt aus sich 
selbst nich. Man könnte zwar, wie Einige zu Gunsten derjenigen Eukli- 
dischen Erklärungen thun, welche Lehrsätze in sich schliefsen,, die Definitionen 
in der Geomelrie überhaupt nur Wort-Erklärungen sein lassen und ve- 
statten, dafs sie Lehrsätze vorausnehmen, die erst später bewiesen werden. 
Allein dann müfste hier wenigstens später bewiesen werden, dals BE 
die AD nothwendig schneidet; welches gleichwohl nirgend geschieht. Die 
neuere Definition der Ebene scheint also noch weniger annehmlich, als die 
Euklidische. 

Da nun die Euklidische und die erwähnte neuere Definition der Ebene 
die am meisten gangbaren und vielleicht auch fast die einzigen sind. welche 
mit einiger Consequenz in das übrige Lehrgebäude der Geometrie einge- 
führt wurden, so scheint es, dafs die möglichste Vervollkommnung der 
Theorie der Ebene noch rückständig sei. Der Nothwendigkeit einer sol- 
chen Vervollkommnung für die gesammte Geomelrie ist oben gedacht wor- 
den; das Interesse derselben aber ist unstreitig grofs genug, da die Eigen- 
schafl. welche die Mathematik und in ihr die Geometrie sich beilegt. einer 
von den wenigen Theilen der menschlichen Erkenntnisse zu sein, welche 
vollkommene Sicherheit und Wahrheit gewähren, zweifelhaft wird, sobald die 
Sätze und Begriffe, auf welche sie sich stützt, wanken. 

Indem nun hier einige Bemühungen um die Theorie der Ebene mit- 
getheilt werden sollen, bemerke ich zunächst, dafs ich nicht allein keines- 
weges die Anmaalsung hege, zu meinen, es sei mir gelungen, tiefer als so 
viele Andere in einen Gegenstand einzudringen, den selbst Kuklides Schari- 
sinn nicht zu ergründen vermochte, sondern dafs ich auch die Überzeugung 
habe, es sei und werde für immer völlig unmöglich bleiben, die Begründung 
der Elemente der Geometrie, eben wie auch derjenigen der Analysis, zur 
Vollkommenheit zu bringen. Nach meiner Meinung, die ich schon sonst 
irgendwo ausgesprochen habe, ist alle menschliche Erkenntnifs zwischen zwei 
Grenzen eingeschlossen, die zwar weiter und weiter, aber doch nur bis in 
endliche Fernen hinausgerückt werden können, während ihr Umfang zwischen 
zwei Unendlichen liegen bleibt, die nicht zu durchdringen sind. Aus verbor- 
genen Tiefen heraus entwickeln sich die Elemente einer Vernunft- Wissen- 
schaft. z. B. der Mathematik, und in eine unendliche Höhe hinauf streben 
sie. Was in der lieferen Tiefe und in der höheren Höhe liegt, bleibt für 


immer verborgen. Alles was sich hier, in der Geometrie, so wie in der 
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Analysis thun lälst, ist: die in sich vollkommen sicheren Schlufsfolgen auf 
möglichst einfache Definitionen und Grundsätze zurückzuführen, eben nach dem 
Muster jenes grofsen Geomelers, des Kuklides, dessen Consequenz noch 
von keinem andern Forscher in diesem Gegenstande übertroffen wurde. Alle 
Vervollkommnung, die möglich ist, besteht nach meiner Meinung darin: Er- 
klärungen und Grundsätze aufzustellen, die am meisten geignet sein dürften. 
unmittelbar bestimmte Vorstellungen und Erkenntnisse zu erzeugen, oder zu 
erregen. 

Nach dieser Ansicht werde denn natürlich auch hier verfahren; aber 
nach ihr ist, wie es scheint, noch Einiges für die Theorie der Ebene zu thun 
möglich. Es scheint, man könne, wie das Folgende zeigen wird, die Schwie- 
rigkeit bis auf Erklärungen und Grundsätze reduciren, die nicht widerstre- 
bend sind. und die zugleich den wichtigen Umstand für sich haben, dafs auch 
Euklid selbst sie neben seiner Erklärung der Ebene gestattet. 

Aufser den beiden oben erwähnten Erklärungen der Ebene, der Eu- 
‚klidischen und der neueren, die, so viel ich mich erinnere, von #obert 
Simson ist, giebt es noch eine dritte, aus der neuesten Zeit, meines Wis- 
sens von Fourier herrührend, die, obgleich, so viel mir bekannt, noch nicht 
in die Geometrie eingeführt, ihrer grofsen Klarheit und Bestimmtheit wegen, 
die gröfste Aufmerksamkeit verdient. Derselben zufolge wird die Kbene 
von der Gesammtheit aller der geraden Linien gebildet, die, durch einen und 
denselben Punct einer geraden Linie im Raume gehend, auf dieser senkrecht 
stehen. Diese Erklärung ist unstreitig ungemein bestimmt und deutlich, und 
ich habe mich deshalb angelegentlich und lange bemüht, zu der consequenten 
Verbindung derselben mit den Sätzen, worauf es ankommt, zu gelangen; 
allein es ist mir mit aller Mühe nicht gelungen, und ich habe an ihre Stelle 
eine andere setzen müssen, aus welcher auch weiter gefolgert werden kann, 
dafs die Fouriersche Fläche mit der postulirten Ebene identisch ist; worauf dann 
die Fouriersche Fläche allerdings zu der weiteren Entwickelung der Theorie 
der Ebene nothwendig ist und, vereint mit der definirten Ebene, das weiter 
Nöthige leistet; wie sich solches aus dem unten folgenden Vortrage erge- 
ben wird. 

Da die Theorie der geraden Linie zu derjenigen der Ebene unum- 
gänglich erforderlich ist, und die vorhandenen, wie bemerkt, nicht genügend 
scheinenden Erklärungen der geraden Linie zu Dem, was daraus zu folgern 
war. auf keine Weise ausreichten, so war zunächst eine andere Erklärung 
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der geraden Linie nothwendig. Zu dieser ist hier diejenige angenommen, 
welche sich im wesentlichen schon in meinem Lehrbuche der Geometrie vom 
Jahre 1826 findet. Lange vor, so wie nach Erscheinung dieses Buchs. habe 
ich sorgfällig und mit vollkommenster Selbstverleugnung alle Bemerkungen 
erwogen, die man darüber und dagegen hat machen wollen; desgleichen habe 
ich alle andern Erklärungen, die mir bekannt geworden sind, damit verglichen: 
es hat mir aber nicht gelingen wollen, zu erkennen. dafs meine Erklärung 
deshalb zu verwerfen sei, weil irgend eine andere ihr vorgehe; ich mufs also 
bei derselben stehen bleiben, bis eine bessere an ihre Stelle tritt. Ein be- 
schwerlicher, fast entmuthigender Umstand macht sich hiebei freilich bemerklich. 
Da nemlich hier von Dingen ausgegangen werden muls, von welchen sich 
nichts mehr beweisen lälst, so kann Jedermann gleich die ersten Anfänge 
durch die blofsen Worte: es gefalle ihm nicht, und dann mit den Anfängen 
alles Übrige über den Haufen werfen. Allein, wie es scheint, läfst sich ver- 
langen, dafs man wenigstens die fernere Entwicklung gestatte und erst her- 
nach. nicht von vorn herein, urtheile, ob das Ganze, mit seinen Anfängen. 
einige Berücksichtigung verdiene, oder nicht. 

Rücksichtlich der Demonstralions- Methode. welche die hier folgende 
Abhandlung beobachten wird, ist zu bemerken, dafs die Regel derselben 
von derjenigen: nur erst dann von einer Figur etwas zu demonstriren. nach- 
dem gezeigt worden, wie dieselbe durch die gerade Linie und den Kreis, 
das heifst, durch Lineal und Cirkel gezerchnet werden kann. abweichen wird: 
auf die Weise. wie es in meinem Lehrbuche der Geometrie und von Andern 
geschehen ist. Anstatt zu zeigen, wie eine Figur gerade durch Cirkel und 
Lineal gezeichnet werden könne, wird da, wo die Exwsstenz der Figur 
zweifelhaft sein könnte, bewresen werden, dafs sie möglich ist. Dieses ist 
aber auch offenbar zu dem vorgesetzten Zwecke hinreichend, und es ist keines- 
weges nölhig, vorher, ehe man weiter geht, zu wissen, wie die folgende 
Figur gerade mit Hülfe von Cirkel und Lineal hervorgebracht werden könne; 
um so weniger, da die Wahl dieser Zeichnungs- Werkzeuge sogar mehr oder 
weniger willkürlich ist. Mascheron: z.B. hat gezeigt, dafs man die Figuren 
der Elementar-Geometrie durch den Kreis allein. Stesner, dafs man sie durch 
gerade Linien und einen einzelnen festen Kreis construiren könne. Also ist 
die Bedingung, dafs man gerade den Kreis und gerade Linien zur Zeichnung 
anwende, keinesweges organisch no/huendig. Auch scheint es besser, die- 


jenigen Lehrsätze, welche bei der Construction der Figuren in den Auf- 
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gaben enthalten sein können, frei hervortreten zu lassen, als in Aufgaben 
sie zu verstecken. Jedenfalls kann man, ohne die Strenge der Beweise und 
die Folgerichtigkeit der Sätze im Geringsten zu vermindern, wie vorhin be- 
merkt, von der Gonstructions- Methode durch Kreis und gerade Linien unbe- 
denklich abgehen. Hier anufste es nothwendig geschehen, da die Eigenschaften 
des Constructions - Feldes, der Ebene, des Reifsbreites für die Zeichnung, nicht 
vorausgeselzt werden, sondern gerade diese erst demonstrirt werden sollten. 

Schlielslich wird es kaum nöthig sein, um Entschuldigung zu bitten, 
dafs hier, an diesem Orte, von einem Gegenstande gesprochen werden soll, 
der den ersten Klementen der Mathemathik angehört. Von diesen ersten 
Elementen ist die Beyründung eine gewils nicht minder schwierige Auf- 
gabe, als die weitere Entwickelung der complieirtesten Sätze. Jene strebt 
in die Tiefe, diese in die Höhe: und Tiefe und Höhe sind gleich unbegrenzt 
und dunkel. 

Ich beginne mit der Erklärung der geraden Linie und mit einigen 
Sätzen von derselben, die zu dem Folgenden nothwendig sind. Darauf wird 
das Nöthige von den Winkeln, nebst der Erklärung der Ebene, und dann 
werden die Sätze folgen, die auf die Eigenschaften derselben führen dürften. 
Der Vortrag wird in die für die Geometrie passendste Form von Lehrsätzen, 
mit Beweisen, Erklärungen, Zusätzen u. s. w. gebracht, dazwischen aber wird 
bemerkt werden. wie die Zusammensetzung der Schlüsse fortschreite. 


1. 


l. Erklärung. Wenn, während zwei Puncte einer Linie fest sind. 
alle ihre übrigen Puncte an demselben Ort im Raume bleiben. wie auch die 
Linie im Raume durch die beiden Puncte gelegt werden mag, so heifst 
sie gerade. 

2. Lehrsatz. Es giebt nur eine gerade Linie durch zwei feste 
Puncte im Raume. 


Beweis. Gäbe es eine zweite, von der ersten verschiedene gerade 
Linie, so würden, weil dieselbe auch in die Lage der ersten und diese in 
die Lage der zweiten müfste gebracht werden können, die sonst aufserhalb 
der beiden festen Puncte liegenden Puncte der beiden Linien verschiedene 
Orte im Raume einnehmen: welches der Erklärung der geraden Linie zu- 
wider ist. 
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3. Lehrsatz. Gerade Linien, die durch die nemlichen zwei Puncte 
im Raume gehen, schliefsen keinen Raum ein, sondern fallen in ihrer ganzen 
Ausdehnung zusammen. 

Beweis. Sie können, nach (1.), nicht verschiedene Orte im Kaum 
einnehmen, wie sie auch durch die zwei festen Puncte gelegt werden mögen. 

4. Lehrsatz. Zwei gerade Linien können nur in einem einzigen 
Puncte sich schneiden. 

Beweis. Hätten sie auch nur zwei Puncte gemein, so würden sie 
schon in ihrer ganzen Ausdehnung zusammenfallen (3.). 

5. Lehrsatz. Wenn zwei gerade Linien AB und AC (Fig. 2.) dureh 
einen und denselben Punct A gehen, aufserdem aber jede durch einen an- 
dern Punct B und Caufserhalb der andern Linie geht, so haben sie weiter 
keinen Punct gemein. 

Beweis. Hätten sie einen zweiten Punct mit einander gemein, sv 
würden sie in ihrer ganzen Ausdehnung zusammenfallen (3.), und dies ge- 
schieht nicht, weil z.B. AC namentlich durch den Punet CE geht, der nach 
der Voraussetzung nicht in der AB liegt. 

6. Erklärung. Wenn in der geraden Linie AB (Fig. 3.) die beiden 
Puncte A und B, und in der geraden Linie CD die beiden Puncte € und D 
so liegen, dafs, wenn man C in A und die Linien selbst in einander legt. 
Din B fällt, so also, dafs dann die beiden Linien sich gänzlich decken, so 
heilsen sie gleich lang. A 

7. Anmerkung. Gleich lange gerade Linien unterscheiden sich durch 
Nichts von einander, und sind also einander vollkommen gleich. Denn, wenn 
ein Endpunct der einen in den Endpunct der andern, und die Linien selbst 
in einander gelegt werden, so fällt auch der andere Endpunct der ersten 
in den andern Endpunect der zweiten, und folglich decken sich die Linien 
gänzlich. 

3. Anmerkung. Da aber gerade Linien auch in einander fallen 
können, ohne gleich lang zu sein, nämlich die kürzere ganz in die längere. 
weil jene zwei Puncje mit dieser gemein haben kann: so ist es die Länge, 
wodurch sich gerade Linien von einander unterscheiden. 

9. Anmerkung. Eine gerade Linie kann mehrmals in eine zweite. 
und mehrmals, in verschiedener Zahl, in eine dritte fallen. Die Länge der 
zweiten und dritten verhält sich dann, wie die Zahlen, die ausdrücken, wie 
oft die erste Linie in der zweiten und in der dritten enthalten ist. 
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10. Erklärung. Wegen (9.), und da zwischen zwei Puncten nur 
eine gerade Linie möglich ist (2.), dient die Gerade zum Maafse der Ent- 
fernung zweier Puncte von einander. 


$. 11. 


Bei den weiter folgenden Sätzen kommt vor, dafs glesche Hälften 
einer geraden Linie vorausgesetzt werden müssen. Kuklides beweiset die 
Existenz solcher Hälften dadurch, dafs er eine gerade Linie durch Zeich- 
nung halbiren lehrt. Er bedarf dazu des Kreises und zweier Sätze von der 
Congruenz der Dreiecke. Da diese Hülfsmittel hier, wegen des noch feh- 
lenden Begriffs der Ebene, nicht zu Gebote stehen, so ist ein anderer Be- 
weis der Existenz gleicher Hälften einer geraden Linie nothwendig. Es 
läfst sich folgender geben. 

11. Lehrsatz. In einer geraden Linie AB (Fig. 4«.) giebt es zwi- 
schen den Endpuncten A und B stets einen Punct C, der gleich weit von 
den beiden Endpuncten A und DB entfernt ist, und welcher folglich die 
Länge AB in zwei gleiche Hälften AC und BC theilt. 

Beweis I. Es sei D ein beliebiger Punct in AB, zwischen A und B. 
Ist AD nicht gleich DB, also D nicht schon der Halbirungs- Punct, so wird 
AD nothwendig entweder gröfser, oder kleiner als CB sein. Es sei kleiner. 
Alsdann wird AD jedenfalls wenigstens zweimal in AB enthalten sein. Ist 
es nicht öfter in AB enthalten, so wird, wenn DR—= AD ist, ein Stück 
RB übrig bleiben. welches Aleener als AD und folglich jedenfalls wenig- 
stens zweimal in AB enthalten ist. 

Il. Es sei nun weiter A (Fig. 45. und 4c.) der willkürlich angenon- 
mene Punct. und AK sei kleiner als AB: so kann die Zahl der AK gleicher 
Stücke. welche in AB mindestens enthalten sind, nur entweder yerade, 
oder ungerade sein. Das übrig bleibende Stück #B aber wird nothwendig 
immer Aleiner als AK, und kann auch Null sein, aber nacht yröfser, als AK. 

ll. Die Zahl » der gleichen Theile AK, AL, ZM, MN, NP, PR 
(Fig. 45.) sei erstlich gerade, so dafs also }n eine ganze Zahl ist. und 
AM —MR sei gleich 4n solchen Theilen; auch werde BX gleich MR 
oder AM gemacht. Alsdann ist MA= RB und folglich MX nicht gröfser 
als AK. 

IV. Die Zabl n der gleichen Theile BA, AL, LM, MN, NR 
(Fig. 4c.) sei zweilens ungerade. Alsdann wird ein n- 1‘ Theil RS—= AK 
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nothwendig über B hinausfallen, und da RB nicht kleiner sein kann, als 
Null, so kann BS nicht gröfser sein, als AK. Nun ist n-!-1 nolhwendig 
eine gerade, also 4(n--1) eine ganze Zahl. Es sei AM — MS — }(n- 1) 
Theilen, jeder gleich AK, und es werde BX — MS — AM gemacht, so 
wird XM—=BS und folglich XM nicht gröfser als AK sein. 

V. Da also in (Fig. 45.) AM = BX (111) und in (Fig. 4.) ebenfalls 
AM— BX (IV.), in beiden aber MX nicht gröfser ist, als AK, auch AK 
selbst. wo auch der Punct Ä zwischen A und B liegen mag. jedenfalls 
wenigstens zweimal in AB enthalten ist (1.): so folgt, dafs es in allen 
Fällen zwei Puncte M und X zwischen A und B giebt. deren Entfernung 
von einander, während der eine M so weit von A als der andere Ä von B 
absteht, wenigstens 2mal in AB enthalten ist. 

VI. Deshalb wird es aber nun weiter, eben wie zwischen A und B, 
auch zwischen M und X noihwendig zwei neue Puncte M, und X, geben. 
die, während sie gleich weit von den Endpuncten M und A und folglich 
auch von A und B abstehen, nämlich so, dafs MM, = AA, und folglich 
auch AM, = AA, ist. von einander nie weiter entfernt sind. als dafs ihre 
Entfernung M, X, von einander wenigstens 2mal in MX und folglich wenig- 
stens Amal in AB enthalten ist. 

Gleicher Weise wird es zwei Puncte M, und A), geben, die von 4 
und B gleich weit entfernt sind, während M,A, wenigstens 2mal in M,X.. 
also wenigstens Smal in AB enthalten ist. 

Wird das Verfahren »nmal wiederholt, so wird man nothwendig zu 
zwei Puncten M, und X, gelangen, die zwischen A und B so liegen, dafs 
AM,„= BA,, während M,„X, wenigstens 2” mal in AB enthalten ist. 

Da aber die Gröfse der Zahl »» unbeschränkt ist. so gelangt man zu 
zwei Puncten, die, während der eine von 4 eben so weit entfernt ist, als 
der andere von B, von einander um weniger als jede gegebene Länge ab- 
stehen. Solche zwei Puncte fallen aber in einen Punct zusammen, und dieser 
Punct ist folglich von 4 und B gleich weit entfernt und halbirt mithin AB. 


$. I. 


Wir kommen nun zu der Definition des Winkels. Die Euklidische 
Definition pafst auch für die gegenwärtige Entwickelung, jedoch ohne dafs 
der Ebene darin gedacht werde. Es kann also. folgende Definition gegeben 
werden; welcher dann die nächsten Sätze folgen können. 
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12. Erklärung. Die Neigung zweier geraden Linien im Raume, die 
sich treffen. ohne in einander zu fallen, heifst, am Durchschnittspuncte, 
Winkel. Also die Neigung von AC gegen BC (Fig.5.), von BC gegen 
EC u.s. w.. heilst Winkel. Die sich schneidenden Linien, welche den 
Winkel begrenzen, heifsen dessen Schenkel; ihr Durchschnittspunet heifst 
Scheitel. 

Je zwei Winkel « und 5, « und Ö ete.. zwischen zwei im Raume sich 
schneidenden geraden Linien, die neben einander, also an der nämlichen 
Seite der einen geraden Linie liegen, heifsen Nebenwinkel. 

Je zwei Winkel @ und y, d und £ ete., zwischen zwei im Raume sich 
schneidenden geraden Linien, die nicht an einander, also an entgegengesetzten 
Seiten der sich schneidenden Linien liegen, heifsen Scheitelwinkel. 

13. Lehrsatz A. Wenn der Scheitel und der eine Schenkel eines 
Winkels in den Scheitel und den einen Schenkel eines andern Winkels ge- 
legt werden, und der andere Schenkel des ersten Winkels kann dann in den 
andern Schenkel des andern Winkels gebracht werden. so sind die Winkel 
einander gleich. 

Beweis. Winkel. die sich decken, sind gleich. 

B. Wenn der Scheitel und der eine Schenkel eines Winkels in den 
Scheitel und den einen Schenkel eines gleichen Winkels gelegt werden, so 
mufs der andere Scheitel des ersten Winkels in den andern Scheitel des 
andern Winkels gebracht werden können. 

Beweis. Gleiche Winkel decken sich. 

14. Lehrsatz. Die Nebenwinkel zweier gleichen Winkel sind eben- 
falls gleich. Z.B. wenn ACUB= FGH (Fig. 6.), so ist auch ACD — FGL. 

Beweis. Es werde @ in C und @H in CB gelegt, so muls @F in 
CA gebracht werden können, weil nach der Voraussetzung die Winkel AUB 
und FGH gleich sind (13.B.). Es sei @H=ÜB, so fällt mit @ in C, H 
in B. Also fällt die gerade Linie HGL in ihrer ganzen Ausdehnung in 
die BUD (2.). Mithin fällt auch der andere Schenkel L&@ des Neben- 
winkels #GL zu FGH in den andern Schenkel DE des Nebenwinkels 
ACD zu ACB, und folglich sind auch die Nebenwinkel #@L uud ACD 
oleich (13. A.). 

15. Lehrsatz. Eine gerade Linie, die zwei Puncte in den Schenkeln 
eines Winkels verbindet, kann nicht durch den Scheitel des Winkels gehen. 

Beweis. Ginge die gerade Linie AD (Fig.7.) durch €, so hätte sie 
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zwei Puncte A und CE mit AB gemein, und fiele dann ganz in AB (3.). 
Es läge also auch der Punet D in AB, und folglich fiele CD mit CB zusam- 
men. welches der Voraussetzung entgegen ist, weil alsdann AUD kein Win- 
kel wäre (12.). 

$. IV. 

Euktides beweiset die Gleichheit von Scherelwinkeln mit Hülle de: 
Begriffs von zwei rechten Winkeln an einer geraden Linie. Sie kann aber 
auch aus der blofsen Congruenz wie folgt bewiesen werden. 

16. Lehrsatz. Scheitelwinkel sind einander gleich. Z. B. in (Fig. 6.) 
ist AUB= DCE 

Beweis. Es seien LH und F'R zwei andere Geraden. die sich in 
G so schneiden, dafs #@H —= ACB ist. Alsdann sind auch. nach (14.). 
die Nebenwinkel L@HF und DCA gleich. 

Man mache AU = BC = DE — EU = FG — HG — LG KG, 
und lege @ in C, GL in CA, so fällt L in A, weil @GL= CA sein soll. 
und da @L nnd CA zwei Puncte gemein haben, auch @/] in CE und H 
in E. Es kann aber. nachdem GL in CA gelegt worden ist. &@F' in CD 
gebracht werden. weil die Winkel L@F und DUCA, wie vorhin bemerkt. 
vleich sind. Dann aber fällt Fin D, indem @F = ÜD ist. Es fällt also nun 
Hin E, Ein D und @ in C; also fallen #, @, H in D,C, E, und fole- 
lich ist #GHf dem Winkel DCE gleich. 

Nach der Vorausselzung war FGIHI dem Winkel ACB gleich: also 
sind die Scheitelwinkel DEE und ACB einem und demselben Winkel #F@H 
und folglich einander gleich. 

Es müssen jetzt einige Sätze von Dreiecken folgen. die noch oline 
den Begriff der Ebene Statt finden, nämlich: 

17. Erklärung. Die Figur ABC (Fig. S.). von drei geraden Linien 
sebildet. die im Raume zu zwei- und zweien sich schneiden. soll Hreeck 
heifsen. Die geraden Linien zwischen ihren eigenen Durchschnittspuneten sollen 
Seiten, die Winkel, welche sie einschliefsen, Winkel des Dreiecks heifsen. 

18. Lehrsatz. Gleiche Dreiecke haben gleiche Seiten und gleiche Winkel. 

Beweis. Sie decken sich; folglich fallen ihre Seiten und deren Durch- 
schnittspuncte in einander, und folglich sind die Seiten des einen Dreiecks 
so lang. als die Seiten des andern. und die Winkel des einen sind den Win- 
keln des andern gleich. 

Crelle’s Journal f. d. Math. Bd. XLV. Heft 1, 4 
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19. Lehrsatz. Wenn zwei Seiten AB und AC eines Dreiecks ABC 
(Fig. 9.) einzeln so lang sind, als zwei Seiten DE und DF eines andern 
Dreiecks DEF, und der eingeschlossene Winkel A ist zugleich dem Winkel D 
gleich, so sind die Dreiecke selbst und folglich auch ihre übrigen Winkel und 
die dritten Seiten einander gleich (18.). 

Beweis. Man lege A in D und AB in DE: so fällt B in E, weil 
AB— DE sein soll (7.). Desgleichen fällt AC in DF', weil A=D sein 
soll (13. B.). und C in #, weil AC=DF sein soll (7.). Nun ist zwischen 
den beiden Puncten & und F' nur eine gerade Linie möglich (2.): also 
fällt auch BC in EF, und folglich decken sich die Dreiecke und sind mithin 
einander gleich oder congruent. 

20. Lehrsalz. Wenn in einem Dreieck ABC (Fig. 10.) zwei Seiten 
AB und AC einander gleich sind, so sind auch die denselben gegenüber lie- 
senden Winkel CE und B einander gleich. 

Erster Beweis. Es werde, während der Punct A an seiner Stelle 
bleibt. AC in den Ort im Raume gebracht, den AB einnimmt, so wird C 
in B fallen, weil ACU= AB sein soll. Ferner wird AB in den Ort im 
Raume gebracht werden können, den AC einnimmt, weil der Winkel A sich 
selbst gleich ist (13. B.). Auch wird B in C fallen, weil AB—= AC sein 
soll. Da aber Ü in B und B in € fällt, so wird auch die ganze Linie BC 
in CB fallen (2.). Also wird der Scheitel Ü des Winkels ACB, nebst seinen 
beiden Schenkeln CA und CB, in den Scheitel B des Winkels ABC nebst 
seinen beiden Schenkeln BA und BC fallen, und folglich müssen die Winkel 
Ü und B einander gleich sein. 

Zweiter Beweis. Man nehme willkürlich einen Punet E in AB an. 
und mache AF'— AE: so ist in den Dreiecken FAB und EAC, AB = AC, 
AF-— AE und A=4. Also sind die Dreiecke einander gleich (19.), und 
folglich ist BF=EC und AEC= AFB; folglich sind auch die Neben- 
winkel BEC und BFC gleich (14.). Desgleichen ist BE= FC. Mithin ist 
in den Dreiecken BEC und BFC, BE= FC, BF— EC und BEC—BEYC. 
Also sind die Dreiecke gleich (19.), und folglich it B=Ü. 

$. VI. 

Nunmehr wird die Definition der Ebene folgen, aber derselben ein Satz 
vorausgehen müssen, welcher beweiset, dafs die Fläche, welche Ebene ge- 
nannt werden soll, möglich ist. Darauf werden sogleich einige Sätze von 
der Ebene selbst hinzugefügt werden. 
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21. Lehrsatz. Durch jede gerade Linie BU (Fig. 11.) und durch 
einen beliebigen Punect A im Ranme, aufserhalb derselben, ist immer eine 
Fläche möglich, in welcher ohne Ausnahme alle die geraden Linien dAd,. 
eAe,, fAf, etc. in ihrer ganzen Ausdehnung liegen, die durch den Punct 
A und durch die gerade Linie BC gehen. 

Beweis. Alle die geraden Linien AD, AK etc., gehen durch den 
Punct A, und jede geht durch einen andern Punct der Linie BC; denn 
zwei gerade Linien durch A und durch denselben Punct von BC würden, 
in ihrer ganzen Ausdehnung zusammenfallen (3.). Die geraden Linien dAd,. 
eAe, etc. können also keinen Punct weiter, als A gemein haben (5.). Kein 
Punct einer durch A, durch BC und durch die sämmtlichen geraden Linien 
dAd,. eAe, gehenden Fläche wird also von diesen Linien mehr als einmal 
getroffen, aufser dem Punct A selbst. Eine Fläche durch A und durch BC, 
in welcher sämmtliche Linien dAd,, eAe, etc. liegen, ist also allemal möglich. 

22. Erklärung. Eine Fläche, durch einen beliebigen Punct A (Fig. 11.) 
und durch eine beliebige gerade Linie BC im Raume gehend, in welcher 
alle durch A und BC gehende gerade Linien dAd,, eAe, etc. in ihrer ganzen 
Ausdehnung liegen, was nach (21.) allemal möglich ist, soll Kbene heifsen. 
Der Punct A soll bestimmender Punct, die gerade Linie BE bestimmende 
Gerade, und die verschiedenen durch A und BC gehenden geraden Linien 
dAd,. ede, etc. sollen erzeugende Geraden der Ebene heifsen. Ferner 
heilse eine gerade Linie „m? zwee andern sich schneidenden in einer und 
derselben Ebene liegend” wenn sie durch den Durchschnittspunet jener beiden 
und zugleich durch irgend einen Punct irgend einer Geraden geht, die jene 
beiden schneidet. Z.B. EA (Fig. 11.) liegt mit DA und @A in einer und 
derselben Ebene, wenn sie, etwa in E, irgend eine Gerade D@ schneidet. 
die durch DA und @4 geht. 

Bei der Bezeichnung einer Ebene durch Buchstaben oder Figuren soll 
der bei dem bestimmenden Puncte der Ebene stehende Buchstab immer 
zwischen die beiden Buchstaben gesetzt werden, welche zwei Puncte der 
bestiminenden Linie bezeichnen. Also ist z.B. die Ebene DAG (Fie. 11.) 
diejenige, deren bestimmender Punct A und deren bestimmende Linie DG ist. 

Diese Definition der Ebene gewährt den wesentlichen Vortheil, dafs 
durch sie überall. wo drei einander in einem und demselben Puncte schnei- 
dende gerade Linien zugleich durch eine und dieselbe vierte gerade Linie 
gehen, wie z.B.: die DA, EA, GA (Fig. 11.), die sich in A schneiden, 
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während sie alle drei durch die gerade Linie BC gehen, sogleich bestimmt 
wird, dafs diese Linien ?n einer und derselben Ebene liegen. Da ein solches 
Zusammensein dreier gerader Linien, die eine vierte schneiden, wie sich 
zeigen wird, sogleich wie man weiter geht und immerfort in den Demonstra- 
tionen vorkommt, so ist dieser Vortheil wesentlich. Wollte man von der 
Fourierschen Delinition der Ebene ausgehen, so würde man jenes Vortheils 
entbehren; es mülste erst bewzesen werden, dais drei in einem und demselben 
Puncte sich schneidende gerade Linien, wenn sie auf einer festen Axe im 
Raume. die durch den Schneidepunet geht, senkrecht sind, nothwendig alle 
drei zugleich durch eine vierte gerade Linie gehen; was vorbereitende Sätze 
erfordert, deren Beweis, eben ohne die gegenwärtige Definition der Ebene, 
nicht zu gelingen scheint. Fer mufs natürlich umgekehrt bewiesen werden. 
dafs drei in einem und demselben Puncte sich schneidende gerade Linien. 
wenn sie zugleich durch eine und dieselbe vierte gerade Linie gehen, auf 
einer festen Axe im Raume, die durch den Durchschnittspunet der drei Li- 
nien geht, alle drei zugleich senkrecht sein können; was sich auch thun läfst 
und unten geschehen wird. 

23. Lehrsatz. Durch eine gerade Linie im Raume und durch einen 
Punet aufserhalb derselben kann nur eine Ebene gehen. 

Beweis. Geselzt, durch BC und durch A (Fig. 11.) könnte noch 
eine zweite Ebene gehen: so sei AK eine der erzeugenden Geraden der er- 
sten Ebene, die nicht in der zweiten liegt. Alsdann mülste, weil auch die 
zweite Ebene. und folglich auch eine ihrer erzeugenden Linien durch A und 
f5 gehen muls. eine zweite gerade Linie durch A und # möglich sein, die 
nicht mit der erzeugenden Geraden der ersten Ebene zusammenfällt. Da dieses 
nicht möglich ist (2.) und das Gleiche von jeder andern erzeugenden Geraden 
oilt, so müssen notlhwendig alle erzeugenden Geraden der beiden Ebenen 
zusammenfallen, und daher giebt es, durch den bestimmenden Punct und die 
bestimmende Gerade gehend, nur eine Ebene. 


24. Lehrsatz. Durch zwei gerade Linien, die sich schneiden. wie 
AD und A@ (Fig. 11.), kann immer wenigstens eine Ebene liegen. 
Beweis. Es gehe durch D und @ die gerade Linie BC, und es liege 


durch D@ und A eine Ebene, so geht dieselbe auch durch die beiden geraden 
Linien AD und 4@. 
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Jeizt wird ein Grundsatz eingeschaltet werden müssen, der zur weiteren 
Untersuchung der Eigenschaften der Ebene nothwendig ist. Es ist folgender. 

25. Grundsatz. Wenn drei gerade Linien, die in einem und dem- 
selben Puncte sich treffen, in einer und derselben Ebene liegen, so ist der 
Winkel zwischen den beiden äufsern Linien so grofs, als die Winkel zwischen 
den beiden äufsern und der innern Linie zusammengenommen. Auch kann 
jeder der beiden letzten Winkel, von Null an bis zur Gröfse des einschlielsenden 
Winkels, stetig wachsen. Also z.B. in Fig. 11. ist DAG so grols, als die 
beiden Winkel KA@ und DAE zusammengenommen; und ein innerer Winkel. 
wie KAG, kann jede mögliche Gröfse haben, von Null an bis DAG. 

Euklid nimmt diesen Grundsatz von Winkeln stillschweigend ebenfalls 
an, bezogen auf sein allgemeines drittes Axiom: „Gleiches von Gleichem hin- 
Denn, nachdem z.B. in der zu dem 5"" Satze 


’ 


weggenommen, läfst Gleiches.’ 
des ersten Buches gehörigen Figur, hier Fig. 12., bewiesen worden, dafs die 
Winkel ABG und ACF' und die Winkel ÜB@ und BCUF gleich sind, wird, 
mit Berufung auf den 3" Grundsatz, behauptet, dafs ABU = AUB ist. 
Also wird angenommen, dafs die Winkel ABC und CÜBG zusammen so 
srols sind, als der Winkel ABG, und diegWinkel ACB und BUF zusammen 
so grofs, als der Winkel ACF\, von welchem bewiesen worden, dafs er dem 
Winkel ABG gleich ist. Auch enthält diese Voraussetzung einschliefslich den 
zweiten Theil des gegenwärligen Grundsatzes; denn da zu einem Winkel ein 
anderer, so klein als man will, hinzugethan werden kann, so folgt, wenn 
man, nach Kuklides, den entstehenden Winkel der Swumine des ursprünglichen 
und des hinzugefügten Winkels gleich setzt, dafs ersterer stefög wachsen kann. 

Es schliefst sich nun an den Grundsatz zunächst folgender Satz. 

26. Lehrsätz. Von jedem der beiden Winkel, in welche eine gerade 
Linie, die mit den Schenkeln eines Winkels in einer und derselben Ebene 
liegt. den Winkel theilt, ist der Nebenwinkel des einen nothwendig gröfser, 
als der andere Winkel. Z.B. wenn EC (Fig. 13.) durch BF' geht und also 
den Winkel BCF in zwei andere BCE und ECH theilt, so ist der Neben- 
winkel ECD des einen Winkels BCE nothwendig gröfser als der andere 
Winkel ECF. 

Beweis. Der Nebenwinkel ECD kann von den Dreien nur Eins sein: 
entweder gleech dem Winkel ECF', oder kleiner, oder gröfser. Er kann 
aber nicht gleich ECF sein, denn sonst müfste CD in CF gebracht werden 
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können; was nicht angeht, weil die gerade Linie BD, nach BF’ gebracht, 
nicht durch € gehen kann (15.). Er kann auch nicht Aleiner als ECF sein. 
denn sonst wäre er, weil z.B. der Winkel KC@ von Null bis KCF stetig 
wachsen und folglich jede Gröfse haben kann, die kleiner ist als ECF (25.). 
irgend einem Winkel KCU@ gleich, dessen Schenkel ÜG@ durch BF geht; was 
ebenfalls nicht möglich ist, weil die gerade Linie BD, nach B@ gebracht, 
wiederum nicht durch € gehen kann (15.). Also kann ECD nur gröfser 
sein. als 
VM. 

Es folgen nun wieder einige Sätze, die zur ferneren Entwickelung 
nothwendig sind. Die Beweise derselben sind den Euklidischen nachgebildet, 
mufsten aber theils vervollständigt, theils auf das hier Vorhergehende be- 
zogen werden. 

27. Lehrsatz. In jedem Dreieck ist jeder Winkel kleiner, als der 
Nebenwinkel des an der nemlichen Seite liegenden andern Winkels. Z. B. in 
dem Dreiecke ABC (Fig. 13.) ist der Winkel A kleiner als der Neben- 
winkel BCH des Winkels ACB. 

Beweis. Es sei in der Seite AC, E derjenige Punct, der von 4 
und € gleich weit entfernt ist, und der immer existirt (11.). In der geraden 
Linie BEF, durch B und E, sei EF=BE und F und Ü durch eine 
gerade Linie verbunden, so dafs BC, EC und FC in einer und derselben 
Ebene liegen (22.). Alsdann sind in den Dreiecken AEB und CEF die 
Winkel bei #, als Scheitelwinkel, gleich (16.); und da die einschliefsenden 
Seiten ebenfalls gleich sind, nemlich AE—= EC und BE=KEF, so sind 
die Dreiecke congruent (19.). Also ist der Winkel BAE gleich dem Winkel 
ECF. Dieser Winkel KCF ist aber kleiner als der Winkel KCD (26.), 
also auch kleiner als der dem letzteren gleiche Scheitelwinkel BCH (16.). 
Also ist auch der dem Winkel ECF gleiche Winkel BAH, oder A, kleiner 
als der Winkel BCH. 

28. Lehrsatz. In jedem Dreiecke liegt der gröfseren Seite der grö- 
fsere Winkel gegenüber. Z.B. wenn in dem Dreieck ABC (Fig. 14.) 
AC> AB ist, so ist der Winkel ABC gröfser als der Winkel ACB. 

Beweis. Es si AD—= AB, so fällt D zwischen A und C, weil 
AU> 4B. In dem gleichschenkligen Dreiecke DAB ist der Winkel ABD 
dem Winkel ADB gleich (20.). Für das Dreieck BDC aber ist ADB 
der Nebenwinkel des mit Ü an der nemlichen Seite liegenden andern Win- 
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kels BDC. Also ist ADB gröfser als ACB (27.), und folglich auch ABD 
sröfser als ©. Ferner ist ABD kleiner als ABC (25.). Also ist um so 
mehr ABC grölser als ACB. 

29. Lehrsatz. In jedem Dreieck liegt dem gröfseren Winkel die 
sröfsere Seite gegenüber. Z.B. wenn in dem Dreiecke ABC (Fig. 14.) der 
Winkel ABC gröfser als der Winkel ACB ist, so ist die Seite AU länger 
als die Seite AB. 

Beweis. Wäre nicht AC > AB, so wäre entweder AU = AB, oder 
AC< AB. Im ersten Fall aber wäre ABC — ACB (20.), im letzteren 
ABC< ACB (28.). Beides ist der Voraussetzung entgegen. Also kann 
nur AU> AB sein. 

30. Lehrsatz. In jedem Dreiecke sind zwei Seiten zusammen länger 
als die dritte. 

Beweis. Die Seite AB (Fig.15.) des Dreiecks ABC sei nach D 
verlängert und AD= AC. In dem gleichschenkligen Dreieck ACD sind die 
Winkel ACD und ADC gleich (20.). Da aber BC, AC und DU in einer 
und derselben Ebene liegen (22.), so ist der Winkel BUD gröfser als der 
Winkel ACD (25.), also auch gröfser als der dem letzten gleiche Winkel 
ADC oder BDC. In dem Dreiecke BED ist ferner die dem gröfseren Win- 
kel BED gegenüber liegende Seite 3D länger als die dem kleineren Winkel 
BDEC gegenüber liegende Seite BC (29.); und da nın BD —= BA- AD 
— BA-- AC ist, so ist BA+ AC> BC. 

31. Lehrsatz. Wenn in einem Dreieck eine Seite und die beiden 
daran liegenden Winkel so grofs sind, als eine Seite und die beiden anlie- 
senden Winkel in einem andern Dreiecke, so sind die beiden Dreiecke con- 
gruent. Z. B. wenn in (Fig. 16.) BÜ—=EF und B=E, C—=F ist, so 
ist auh AB=DE, AC—=DF und A—=D. 

Beweis. Da BC— EF sein soll, so kann BC in EF oder KF in BC 
gelegt werden, und zwar so, dafs B in E, C in F fällt, und es fällt dann 
nothwendig z.B. DE in AB, oder AB in DE, weil nach der Voraussetzung 
die. Winkel B und E gleich sind (13.B.). Wären nun BA und DE nicht 
einander gleich, so wäre eines von beiden gröfser. Es sei DE AB. 
Alsdann wird, wenn BC in EF, und zwar B in E, C in F gelegt wird. 
so dafs AB in DE fällt, A nothwendig in irgend einen Punct @ fallen, der 
zwischen E und D liegt. Es wäre also nın BO=KEF, B— E und 
BA— EG. Also wären die Dreiecke ABC und GEF congruent (19.), 
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und folglich müfste AC in @F' fallen und der Winkel @F'E dem Winkel 
€ gleich sein. Es ist aber vielmehr, da @F mit EF und DF in einer und 
derselben Ebene liegt. der Winkel @FE kleiner als der dem Winkel € 
oleich vorausgeseizte Winkel DFE (25.). Also kann nicht AB< DE sein. 
Es mufs vielmehr AB—= DE sein und folglich 4 in D und mithin auch AC 
in DF fallen. also AB= DE, AC—= DE und A=D sein. 

32. Lehrsatz. Wenn die drei Seiten eines Dreiecks einzeln den 
drei Seiten eines andern gleich sind. so sind auch die den gleichen Seiten 
gegenüber liegenden Winkel gleich, und die Dreiecke sind folglich congruent. 
Z.B. wenn (Fig. 16.) DE=4AB, EF—BC und FD=CA ist, so ist 
auch #—=€C, D=-A und E=B, und folglich ADEF = AABC. 

Beweis. Wäre z.B. nicht E=B, F—=Ü, so könnte nur sein: 

1) E=B und F>>C, oder 

2) E=B ud F<Ü, oder 

3) E<B und F<Ü, oder 

4) E>B und FC, oder 

5) E<B und F>C. 
Mehre Fälle sind nicht möglich. 

I. Im ersten Falle E=B, F>Ü werde BC in EF gelegt. so 
wird. wegen B=KE, AB in die Linie ED fallen: der Winkel € aber, der 
kleiner als F sein soll, ist nothwendig einem von den mit KF und DF in 
einer und derselben Ebene liegenden Winkeln gleich, deren andere Schenkel 
zunschen EF und DF fallen (25.); also z.B. Ü=KEFG. Es fiele daher 
Bin E,€C in F, AC in EG, BA in CD und A in @; folglich wäre 
EG-- AB. Es ist aber vorausgesetzt ED AB. Also kann nicht, wenn 
E—=B ist. F>>C sein. 

Im zweiten Falle E=B und F<( wäre E=B, 
welches. wie so eben bewiesen. mit KF—= BC, DF = 4C und ED — BA 
zugleich, nicht möglich ist. 

II. Im dritten Falle F<Ü werd EF in BC gelegt. 
Der Winkel F', welcher kleiner als Ü sein soll, ist nothwendig einem von 
den mit BC und AC in einer und derselben Ebene BÜA liegenden Winkeln 
gleich. deren andere Schenkel zwrschen AC und BC fallen (25.). Also 
kann man setzen: F'== BCH. Eben so ist der Winkel E, welcher kleiner 
sein soll als 3, nothwendig einem von den mit BC und BH in einer und 
derselben Ebene UBH liegenden Winkeln gleich. deren andere Schenkel. 
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zwischen BC und BH fallen (25.). Also kann man setzen: E=- KBC, so. 
dafs also nun das Dreieck KBC, zufolge (31.), dem Dreiecke DEF con- 
oruent und DE=BK, DF—KC, folglich auch oder AB-- AC 
— BK--KC wäre. Nun ist aber in dem Dreiecke BHK, BH--HK-BK (30.): 
also, beiderseits AC hinzugethan, BH-- HC > BK-- KC. Ferner istin dem 
Dreiecke AHC, AH-- AC> HC (30.); also, beiderseits BH hinzugethan. 
AB- AC> BH-+.HC, und folglich auch, weil BH-- HC > BK-- KC war. 
AB-AC>BK--KC. Es kann also nicht, wie es sein müfste, AB-- AC 
— BK-+KC und folglich kann auch nicht K<B und F<C sein. 

IV. Im vierten Falle: EB und #>C wäre B<E und Ü<F; 
welches, wie so eben bewiesen, mit DE = AB, EF— BC und FD CA 
zugleich nicht möglich ist. 

V. Im fünften Falle: E<B, FC, werde wieder KF in BÜ 
gelegt. Der Winkel K, welcher kleiner als 3 sein soll, ist nothwendig einem 
von den mit AB und CB in einer und derselben Ebene ABC liegenden 
Winkeln gleich, deren andere Schenkel zwischen AB und CB fallen (25.). 
Also kann man setzen: E=LBÜC. Es sei BM—= ED, so dafs also DF 
in CM fällt und #—= BCM ist: so liegt der Durchschnittspunet L von AC 
und 3M nothwendig zwrschen B und M, weil nur dann, wie es voraus- 
gesetzt wurde, AUB< BCM oder F ist (25.). Es wäre also nun DE oder 
AB —= BM und DF oder MC — AC; folglich wären ABM und ACH 
gleichschenklige Dreiecke. In diesen Dreiecken wären also die Winkel 
BAM und BMA und die Winkel CAM und CMA gleich (20.). Gleich- 
wohl ist von den in einer und derselben Ebene BAM ligenden Winkeln BAM 
und CAM der erste gröfser als der zweite, und eben so ist von den in 
einer und derselben Ebene CMA liegenden Winkeln BMA und EMA4 der 
erste kleiner als der zweite (25.). Also kann nicht der Winkel BAM, der 
gröfser ist als der Winkel CAM, dem Winkel BMA, welcher kleiner ist 
als der dem Winkel CAM gleiche Winkel CMA, gleich sein. Und folglich 
kann nicht E< B und F>>C sein. 

Von allen 5 Fällen findet also keiner Statt, und folglich ist nothwendig 

Wenn nun aber E=B ist, so fällt, wenn KEF' in BC gelegt wird. ÜD 
in BA und, wegen ED—= BA, D in 4; mithin fällt auch DF in AC und 
ist gleich AC; wie es vorausgesetzt wird. Desgleichen ist #’— Ü und weil 
DE in AB, DF in AC fällt, auch D—= A. 

Crelle’s Journat f. d.M. Bd. XLV. Heft. 
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$. IX. 

Ehe das Vorhergehende auf die Theorie der Ebene angewendet werden 
kann, müssen, nach Vorgang von Definitionen, noch ein Paar Sätze ausge- 
sprochen werden, die zwar auch näher bewiesen werden könnten, die aber 
von allen Geometern, entweder stillschweigend, oder ausdrücklich, ohne Be- 
weis zugegeben werden. Daran werden sich dann wieder einige Lehrsätze 
schlielsen. 

33. Erklärung. Die Gesammtheit der Örter im Raume, in welche 
ein Punct oder eine Linie unter diesen oder jenen Bedingungen gelangen 
kann, heilst geometrischer Ort des Punctes oder der Linie. 

34. Erklärung. Der geometrische Ort des einen Endpuncts einer 
geraden Linie, deren anderer Endpunct an demselben Ort im Raume bleibt, 
heifst Augelfläche. Der festbleibende Punct heifst Mettelpunct der Kugel, 
die bestimmende Linie Halbmesser, und zwei Halbmesser, in gerader Linie 
liegend, heilsen Durchmesser. Alle Halbmesser der Kugel sind also gleich 
lang und die Kugelfläche umschliefst ganz einen endlichen Raum, weil vor- 
ausgesetzt wird, dafs der Halbmesser in alle möglichen Lagen komme, um 
mit seinem Endpuncte die Kugelfläche zu beschreiben. Der Mittelpunct liegt 
vn Innern der Kugel; denn er liegt in der Mitte der Durchmesser, deren 
Endpuncte sich in der Kugelfläche befinden. 

35. Grundsatz. Eine gerade Linie durch irgend einen Punct inner- 
halb einer Fläche, die einen Raum ganz umschliefst, schneidet, genugsam 
verlängert, die Fläche nothwendig. 

36. Grundsatz. Wenn irgend ein Punet einer Fläche, die einen 
Raum ganz umschliefst, oder auch irgend ein Punct einer geraden Linie 
innerhalb einer andern Fläche liegt, die einen Raum ganz umschliefst; zu- 
gleich aber irgend ein anderer Punct der ersten Fläche, oder der Linie, 
aufserhalb der zweiten Fläche liegt: so schneiden die erste Fläche, oder die 
Linie, die zweite Fläche nothwendig. 

37. Lehrsatz. Über jeder geraden Linie von bestimmter Länge sind 
unzählige gleichschenklige Dreiecke möglich, deren Schenkel jedesmal zusammen 
länger sind, als die bestimmte Grundlinie. 

Beweis. AB (Fig. 17.) sei die gegebene gerade Linie, M derjenige 
Punct in derselben, der von ihren Endpuncten A und B gleich weit entfernt 
und der zufolge (11.) immer vorhanden ist, Ferner sei BE>BM und 
BH—= AK= AG—BE. Sind nun 4 und B die Mittelpuncte zweier Ku- 
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selflächen. mit den Halbmessern A@ —= AK und BE=BH (34), so ist 
G ein Punct der Kugelfläche um A innerhalb, und K ein Punct derselben 
Kugelfläche aufserhalb der Kugelfläche um B. Folglich schneiden sich die 
beiden Kugelflächen nothwendig (35.). Es sei D irgend ein Punet, in welchem 
sie sich schneiden, so ist derselbe nothwendig von A und von B gleich weit 
entfernt; denn AD und BD sind alsdann Halbmesser der beiden Kugelflächen: 
und da alle Halbmesser einer Kugelflläche gleich lang sind (34.). so ist 
AD—= AG und BD— BE; folglich, wegen AG = BE, AD—= BD. Mit- 
hin ist ADB ein gleichschenkliges Dreieck. Seine Schenkel AD und BD 
sind zusammen länger als AB, weil AD—AG@>34AB und BD=-BE1AB. 
Auch giebt es unzählige solcher gleichschenkligen Dreiecke über AB, weil 
AG —BE willkürlich grofs angenommen werden kann, wenn es nur gröfser 
ist als AM = BM. 

38. Lehrsatz. Durch jeden Punct M einer geraden Linie AH (Fig. 17.) 
kann eine gerade Linie CM gehen; die mit ihr gleiche Nebenwinkel KMC 
— HMC macht. 

Beweis. Es werde in der geraden Linie AH aus M die willkürliche 
Länge MA genommen, und es sei BM— AM. Die Spitze D irgend eines 
der gleichschenkligen Dreiecke ADB, die über AB möglich sind (37.). 
werde mit dem gegebenen Puncte M durch die gerade Linie DM verbunden: 
so ist in den Dreiecken AMD und BMD, AM=-BM, AD=—=BD und 
der Winkel DAM ist gleich dem Winkel DBM (20.). Also sind die Drei- 
ecke congruent (19.). Folglich ist der Winkel AMD dem Winkel BMD 
gleich, und folglich giebt es durch den Punct M immer eine gerade Linie 
MD, die mit der gegebenen Linie AB gleiche Nebenwinkel macht. 

39. Erklärung. Gleiche Nebenwinkel sollen rechte und gerade Li- 
nien im Raume, die sich unter gleichen Nebenwinkeln schneiden, auf ein- 
ander senkrecht oder Perpendikel zu einander heifsen. 


X. 


Nunmehr können die Eigenschaften der Ebene untersucht werden. Es 
geschieht in den folgenden Sätzen, die diese Eigenschaften aussprechen. 
40. Lehrsatz Wenn auf einer geraden Linie im Raume, z. B. auf 
DE (Fig. 18.), zwei andere gerade Linien AC' und BC in einem und dem- 
selben Puncte Ü senkrecht stehen, so dafs also ACD, BCD, und folglich 
auch die Nebenwinkel ACE und BCE rechte Winkel (39.) sind: so stehen 
| 5% 
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alle erzeugenden Linien jeder beliebigen, durch AC und BC gehenden 
Ebene, z.B. FÜ und @C, auf DE ebenfalls senkrecht. 

Beweis. Es sei AB die bestimmende Linie einer beliebigen durch 
AC und BC gehenden Ebene und CE dem willkürlichen DC gleich. Da 
alsdann in den Dreiecken AUD und ACE zwei Seiten und der einge- 
schlossene Winkel gleich sind, nemlich DU—= EC, AC— AC und ACD 
— ACE, so sind die Dreiecke gleich (19.). Also ist AD AE. Auf gleiche 
Weise, nemlich weil DJÜ= CE, BC — BC und BED —= BCE ist, sind die 
Dreiecke BED und BCE gleich, und folglich ist auch BD—=BE. Es sind 
also in den Dreiecken ADB und AEB die drei Seiten einander gleich; 
nemlich AD AE, BD= BE, wie bewiesen, und AB = AB. Daher sind 
diese Dreiecke gleich (32.), und es ist der Winkel DAF' oder DA@G dem 
Winkel KAF' oder KAG gleich, wenn F' und @ zwei beliebige Puncte der 
geraden Linie AB und also FÜ und @Ü erzeugende Linien einer durch 
AC und BC gehenden Ebene sind (24.). 

Es sind nun ferner in den Dreiecken DAF' und KAF',, oder in den 
Dreiecken DAG und KAG, zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel 
gleich; nemlich, wie bewiesen, AD = AE, DAF—= EAF oder DAG 
— KWAG, und dazu AF—= AF, oder 4@— A@: also sind diese Dreiecke 
gleich (19.), und folglich ist FE oder GD= GE. 

Es sind demnach ferner in den Dreiecken DFC und EFÜC, oder DGC 
und KEGC, die drei Seiten gleich, nemlich #D—= FE oder @GD= GE, wie 
bewiesen, DU — EC nach der Vorausselzung, und FÜ=FÜ, oder @C 
— @Ü: also sind diese Dreiecke gleich (32.), und es,ist folglich FCD 
— FCE, oder GCD—=GCE, das heilst: FÜ und @C machen mit DE 
gleiche Nebenwinkel, und folglich rechte Winkel. Daher stehen auch die 
beiden erzeugenden Linien FC und @C auf DE senkrecht. Das Nemliche 
gilt von jeder andern erzeugenden Linie jeder durch AU und BC ge- 
henden Ebene. 

41. Lehrsatz. Wenn zwei sich schneidende gerade Linien BED 
und KECF' (Fig.19.) auf einander senkrecht stehen, so also, dals BCE, 
ECD, DCF und FÜB rechte Winkel sind: so giebt es im Raume immer 
eine durch ihren Durchschnittspunet € gehende gerade Linie AC, die auf 
den beiden sich schneidenden geraden Linien zugleich senkrecht steht; so, 
dafs ACB, ACD, ACE und ACH rechte Winkel sind. 

Beweis. Es sei @Ü eine beliebige der auf KECF in Ü senkrecht 
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stehenden geraden Linien, so also, dafs @CE und @CF rechte Winkel sind. 
Alsdann steht EC auf BC und @C zugleich senkrecht, weil EKCB und EUG 
nach der Voraussetzung rechte Winkel sind. 

Es sei AC eine beliebige von den auf BED in € senkrechten geraden 
Linien. Es werde in derselben der Punct A willkürlich angenommen. des- 
gleichen der Punct B und der Punct D in BED; darauf werde von den 
veraden Linien AB und AD und der geraden Linie BD das Dreieck ABD 
umschlossen. Dieses Dreieck werde in alle mögliche Lagen gebracht, während 
BD an der nemlichen Stelle bleibt: so wird der geometrische Ort der Linien 
BA und AD eine Fläche sein, die einen Raum ganz umschliefst. Der Puncl 
C liegt im Innern dieses Raums: also mufs die Linie @C, die durch € geht. 
nothwendig die von BA und AD beschriebene Fläche irgendwo schneiden 
(35.), folglich eine der Linien AB und AD in irgend einer ihrer Lagen 
treffen. Sie schneide AB in H. 

Alsdann sind die drei geraden Linien BC, HC und AC erzeugende 
Linien der durch AB, als bestimmende Linie, und durch Ü, als bestiimmenden 
Punct, gelegten Ebene. Die gerade Linie KC steht auf zwei dieser erzeu- 
genden Linien, nemlich auf BC und HC oder @Ü der Voraussetzung nach 
senkrecht: also steht sie, gemäfls (40.), auch auf der dritten AU senkrecht. 

Es stand aber AC nach der Voraussetzung auf BED senkrecht: also 
steht AC auf BCD und auf ECF zugleich senkrecht, und folglich giebt es 
immer eine durch © gehende gerade Linie AC, welche auf den beiden ge- 
gebenen Linien zugleich senkrecht ist. 

42. Lehrsatz. Wenn zwei gerade Linien DU und EC (Fig. 20.) 
einander unter einem beliebigen Winkel DCE schneiden, so giebt es immer 
eine, im Raume durch ihren Durchschnittspunet C gehende gerade Linie 
ACF, die auf den beiden sich schneidenden geraden Linien zugleich senk- 
recht steht; so also, dafs ACD und ACE rechte Winkel sind. 

Beweis I. Es sei D ein beliebiger Punct in der Linie DC, und es 
werde EC—= DC genommen. B sei derjenige Punct der geraden Linie DE, 
welcher von D und E gleich weit entfernt ist und der immer Statt findet 
(11.). Alsdann sind in den beiden Dreiecken DBC und EBC die drei Seiten 
gleich, nemlich DU — EC und DB — BE, nach der Voraussetzung, und BC 
—BC. Also sind die Dreiecke gleich (32.), und folglich sind die Winkel 
DBC und EBC gleich und mithin, als Nebenwinkel, rechte (38.). 

Il. Nun giebt es, nach (41.), immer eine durch den Durchschnitts- 
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punct B der unter rechten Winkeln sich schneidenden geraden Linien CB 
und EKD gehende gerade Linie, die auf beiden zugleich senkrecht steht. Sie 
sei @B. In derselben werde willkürlich der Punet @ genommen und mit 
Ü durch die, beliebig zu verlängernde gerade Linie C@L verbunden. Die 
gerade Linie EB steht also nunmehr auf den beiden Linien BC und GB 
zugleich senkrecht. 

Ill. Es sei ferner AC eine der auf BÜK senkrechten geraden Linien. 
Es werde in derselben der Punet A und in der verlängerten BC der Punct 
K willkürlich angenommen und durch die geraden Linien AB und AK mit 
BK das Dreieck ABK umschlossen. 

IV. Dieses Dreieck werde in alle möglichen Lagen gebracht. wäh- 
rend BECK an der nemlichen Stelle bleibt: so wird der geometrische Ort 
der Linien BA und AA eine Fläche sein, die einen Raum ganz umschliefst. 
Der Punct Ü liegt im Innern dieses Raums: also mufs die Linie @C, 
die durch Ü geht, nothwendig die von BA und AK beschriebene Fläche 
irgendwo schneiden (35.), folglich eine der Linien AB oder AK in irgend 
einer ihrer Lagen. Sie schneide AB in H. Alsdann ist BHA eine der er- 
zeugenden Linien der durch DB, als bestimmenden Punet, und durch @C, als 
bestimmende Linie, liegenden Ebene. 

V. Auf zwei andern erzeugenden Linien dieser Ebene, nemlich auf 
BC und BG, steht aber die Linie KB senkrecht. Also steht sie, nach (40.). 
auch auf der dritten erzeugenden Linie BA senkrecht. Folglich ist ABE 
ein rechter Winkel. Mithin steht nunmehr EB auf BA und BC zugleich 
senkrecht. 

VI. Es werde CF —=Ü4A genommen: so sind in den beiden Drei- 
ecken BAC und UÜFB zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel gleich; 
nemlich Of —= (CA, BUÜ= und BUÜF= BCA, weil BÜ4 ein rechter 
Winkel ist (I1.). Also sind die Dreiecke gleich (19.), und folglich ist 
FB= AB. 

VII. Ferner werde durch B, als bestimmenden Punct, und durch 
AUF, als bestimmende Linie, eine Ebene gelegt, so dafs 3A und BÜ zwei 
erzeugende Linien derselben sind. Alsdann ist BF' eine dritte erzeugende 
Linie dieser Ebene. Auf den beiden ersten erzeugenden Linien BA und BC 
stand #B, wie vorhin in (V.) bewiesen, senkrecht. Also steht KB, nach 


(49.). auch auf der dritten erzeugenden Linie BF' senkrecht, das heifst: es 
ist FBE ein rechter Winkel. 
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VII. Vorhin. in (V.), ist bewiesen, dafs ABE ein rechter Winkel. 
und in (VI.), dafs AB—= FB ist. Also sind, weil nunmehr FBE, als rechter 
Winkel, dem Winkel ABE gleich ist, in den beiden Dreiecken ABE und 
FBE zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel gleich, nemlich AB — FB, 
BE—BE und ABE—= FBE. Also sind die Dreiecke gleich (19.). und 
folglich ist AE= FE. 

IX. Also sind nunmehr, endlich, in den beiden Dreiecken AUF und 
FCE die drei Seiten gleich, nemlich AEK—= FE, wie bewiesen (VI.). 
CF — (4, wie vorausgesetzt (VI.), und EU—=KEC. Also sind die Drei- 
ecke gleich (32.),. und folglich sind die Winkel ACE und FCE, als Neben- 
winkel, rechte, das heifst: AC steht auf KC senkrecht, während es. nach 
der Voraussetzung (II.), auf BC senkrecht ist. 

X. Nun sind BC und EU zwei erzeugende Linien der durch DE, 
als bestimmende Linie, und durch €, als bestimmenden Punct, gehenden Ebene. 
und DEU ist eine dritte erzeugende Linie dieser Ebene. Auf BC und EC 
steht AC senkrecht (IX.): folglich steht es auch auf DU senkrecht (40.). 
und folglich giebt es immer eine gerade Linie AC', die auf beiden gegebenen, 
unter einem beliebigen Winkel DCE sich schneidenden geraden Linien DE 
und EÜ zugleich senkrecht steht. 

43. Erklärung. Der geometrische Ort der Perpendikel durch einen 
festen Punct einer festen geraden Linie auf dieselbe soll Perpendicular - 
Fläche heifsen; die feste Linie Are, die Perpendikel Strahlen, der feste 
Punet Mittelpunct. (Eine solche Perpendicular-Fläche ist also Das, was 
Fourier Ebene nennt.) 

44. Lehrsatz. Durch keinen Punct einer geraden Linie giebt es 
andere Perpendikel auf dieselbe, als diejenigen, welche in der Perpendieu- 
lar- Fläche durch den bestimmten Punct liegen. 

Beweis I. Es sei FC (Fig. 21.) ein Perpendikel auf die gerade 
Linie AB durch den Punet C in derselben; welches Perpendikel nach (38.) 
immer Statt findet. Es werde in F'C der Punet D und in AB der Punct A 
und der Punct 3 willkürlich angenommen und D mit A und mit B durch 
die geraden Linien AD und BD verbunden. Die Linie CD werde, mit den 
beiden Linien AD und BD zugleich, in alle mögliche Lagen gebracht, 
während AB an der nemlichen Stelle bleibt: so ist der so beschriebene yeo- 
metrische Ort der geraden Linie DC die Perpendicular - Fläche auf die 
Axe AB durch den Punct EC; die geometrischen Orte der beiden Dreiecke 
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DCA und DUB aber sind Flächen, die jede für sich einen Raum, namentlich 
die Räume ALD und BLD, ganz umschliefsen. 

II. Nun sei, wenn es möglich ist, @C ein Perpendikel durch € auf 
AB, welches nicht in die Perpendicular-Fläche DE fällt, das heifst: eine 
gerade Linie. die mit AB gleiche Nebenwinkel @@CA=GCÜB macht, ohne 
dafs @C eins der Perpendikel DE wäre. 

III. Da Ü im Innern der ganz geschlossenen Fläche ADBL liegt. 
so mufs die gerade Linie C@, die durch Ü geht, diese Fläche nothwendig 
schneiden (36.). Und zwar mufs sie eine der beiden Linien DB und DA 
‘in irgend einer ihrer Lagen treffen. Sie treffe DB in E. 

IV. Alsdann gehen die drei geraden Linien DC, EC und BC durch 
eine und dieselbe gerade Linie IB und liegen folglich in einer Ebene durch 
C und DB. Und zwar liegt CE zwischen CD und CB. Deshalb aber ist 
der Winkel ECB, oder @CÜB, kleiner als der rechte Winkel DEB (25.). 

V. Der Punet K& werde nun ferner mit dem Puncte A durch die 
gerade Linie AE verbunden. Alsdann ist AE eine der erzeugenden Linien 
einer Ebene durch DB und A; und da E zwischen D und B liegt, so liegt 
AE zwischen AD und AB; der Winkel EAB ist also kleiner als der 
Winkel DAB (25.). In welcher Lage sich also auch die Linie AE, mit 
AD und DB zugleich, um AB herum befinden mag: immer liegt sie noth- 
wendig zwischen AD und AB, und folglich ganz im Innern der ganz um- 
schlossenen Fläche ADBL. 

‘VI. Da nun ferner E nicht in A fallen, also die Länge der Linie 
AE nicht Null sein kann, so mufs sie nothwendig Puncte im Innern der einen 
oder der andern ganz umschlossenen Fläche ADL oder BDL haben. Hat 
sie aber im Innern von ADL einen Punct, so mufs sie, weil E aufserhalb 
ADE liegt, die Perpendieular-Fläche DL nothwendig schneiden (36.); und 
hat sie im Innern von BDL einen Punct, so mufs sie, weil A aufserhalb 
BDE liegt, die Perpendieular-Fläche DL wiederum nothwendig schneiden. 
Jedenfalls wird also die Perpendicular-Fläche DL von der geraden Linie 
AE irgendwo geschnitten, etwa in Ä, und folglich mufs AE irgend ein Per- 
pendikel AC auf AB, etwa in K, treffen. Ob dieses Perpendikel KC' das 
nemliche DU sei, welches mit CE und ÜB in einer und derselben Ebene 
liegt. ist, wie sich sogleich zeigen wird, gleichgültig. 

VI. Die geraden Linien CA, CK und CE liegen nun wieder in 
einer und derselben Ebene. nemlich in der Ebene durch C und AE, und 
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zwar liegt CK zwischen CA und CE. Deshalb ist der Winkel ECA, oder 
GCA, gröfser als der rechte Winkel KCA (25.). 

VIN. Oben in (IV.) wurde gefunden, dafs der Winkel @ÜB Kleiner 
ist, als der rechte Winkel DCEB. Wenn nun auch gleich das Perpendikel 
DC auf AB nicht das nemliche wäre mit dem Perpendikel AC auf AB, so 
sind doch die rechten Winkel DEB und KCA einander gleich. Also folgt 
aus (IV. und VII). weil @EB kleiner und GÜA gröfser als ein rechter 
Winkel ist, dafs die Nebenwinkel @ÜB und @CA nicht gleich und folglich 
nicht rechte sein können. 
| Mithin ist kein Perpendikel @Ü auf AB, durch Ü, aufserhalb der 
Perpendicular-Fläche, auf die Axe AB, durch € möglich. 

45. Lehrsatz. Durch jeden Punct einer geraden Linie giebt es nur 
eine Perpendicular - Fläche. 

Beweis. Es giebt kein Perpendikel durch den bestimmten Punct der 
Linie, welches nicht in einer Perpendicular- Fläche durch denselben läge (44). 
In einer zweiten Perpendieular-Fläche, aufserhalb der ersten, mülste aber noth- 
wendig ein solches Perpendikel angetroffen werden. Also giebt es keine zweite, 
und mithin zur eine Perpendieular- Fläche durch einen und denselben Punct. 

46. Lehrsatz. Wenn eine gerade Linie, z.B. FC (Fig. 21.), auf einer 
andern AB senkrecht steht, das heifst, mit ihr gleiche Nebenwinkel FÜA 
und FÜB macht: so giebt es in einer durch FÜ und AB gelegten Ebene 
kein zweites Perpendikel durch C auf AB, neben FC. 

Beweis. Gesetzt, DB wäre die bestimmende Linie einer durch FC 
und BC gelegten Ebene, und @C', wenn es möglich, ein zweites Perpendikel 
durch € auf AB, in dieser Ebene, also durch DB gehend: so müfste @C 
nothwendig in der durch C gehenden Perpendicular - Fläche auf AB liegen; 
denn aufser den Perpendikeln, welche diese Fläche bilden, giebt es zufolge 
(44.) kein Perpendikel auf AB. Läge nun aber @C in der Perpendicular- 
Fläche durch € auf AB, so wäre BC oder AÜ auf den beiden in der Ebene 
DCB liegenden Linien CD und EÜ zugleich senkrecht; dann aber wäre 
BC oder AC, vermöge (40.), auch auf jeder andern erzeugenden Linie der 
Ebene DUB senkrecht; also auch auf BU. Also wäre BC auf sich selbst 
senkrecht. Da dieses nicht sein kann, so ist auch keine Linie @C, durch €, 
in der Ebene DCB möglich, die auf AB senkrecht wäre. Eben so wird 
bewiesen, dafs keine solche Linie in irgend einer Ebene durch AC und FÜ 
möglich ist. 
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47. Lehrsatz. Die im Raume auf zwei sich schneidenden geraden 
Linien zugleich in ihrem Durchschnitts- Puncte senkrechte gerade Linie, die 
immer Statt findet (42.), hat keine andere neben sich, die, ebenfalls durch 
den Durchschnitts-Punct der sich schneidenden geraden Linien gehend, auf 
beiden zugleich senkrecht stände. 

Beweis. Es sei DU (Fig. 18.) auf den beiden in C sich schneidenden 
geraden Linien AC und BC zugleich senkrecht, AC' aber sei, wenn es an- 
geht, ein zweites Perpendikel durch C, auf AC und BÜ zugleich. Durch eine 
beliebige gerade Linie AB, die durch die beiden AC und BC geht, und 
durch den Punct €, werde eine Ebene gelegt, deren es nur eine giebt (23.). 
Alsdann stehen, wie in (40.) bewiesen, alle erzeugenden Linien dieser Ebene, 
z.B. FÜ, @CÜ etc. auf DC senkrecht. Alle diese erzeugenden Linien befinden 
sich also in der Perpendicular - Fläche auf DC, die durch Ü geht, deren es 
wiederum nur eine giebt (45.). 

Es werde der Punct A mit zwei beliebigen Puncten D und E der 
Linie DU, an verschiedenen Seiten von Ü liegend, durch die geraden Linien 
ID und AE verbunden, und darauf das Dreieck ADE sammt der Linie 
AC in alle mögliche Lagen gebracht, während DCE, so wie KC, an dem 
nemlichen Orte bleiben. Der geometrische Ort von DAE wird eine ganz 
geschlossene Fläche sein, derjenige von AC aber die Perpendicular - Fläche 
durch auf DC. 

Da der Punet EC om Imnern der geschlossenen Fläche ADE liegt, so 
muls AC dieselbe, und zwar die Linie AD, in irgend einer ihrer Lagen 
schneiden (25.). Es treffe sie in der Lage DF‘\, und zwar in A, so sind FC, 
KC und DC drei erzeugende Linien einer Ebene durch FD und C; und 
zwar liegt KU zwischen FC und DC. 

Es giebt aber nach (46.) in einer, durch zwei auf einander senkrechte 
gerade Linien FÜ und DC gehenden Ebene keine andere durch C gehende 
Gerade, die auf FÜ senkrecht wäre, oder die mit ihr gleiche Nebenwinkel 
machte. als DU selbst. Also kann AC auf FC nicht senkrecht sein. 

Gleichwohl müfste, wenn AC auf AC und BÜ senkrecht stände, 
vermöge (40.) FC auf KC perpendiculair stehen. Also ist, aufser DC, 
kein zweites Perpendikel durch EC, auf AC und BC zugleich. möglich. 

48. Lehrsatz. Es kann durch zwei sich schneidende gerade Linien 
nur eine Perpendicular-Fläche gelegt werden, deren Axe durch den Durch- 
schnittspunct der beiden Linien geht. 
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Beweis. Es seien AC und BC (Fig. 18.) die beiden gegebenen gera- 
den Linien: so giebt es immer eine gerade Linie DE, die auf beiden zu- 
gleich in ihrem Durchschnittspuncte senkrecht steht (42.). Die Gesammt- 
heit der Perpendikel auf DC und EC macht eine Perpendieular-Fläche aus, 
in welcher sich AC und BC befinden. Es giebt aber ner en Perpendikel 
DC, auf AC und BC zugleich, durch CE (47.). Desgleichen giebt es auf 
dieses DU nur eine Perpendicular-Fläche durch € (45.). Also giebt es 
nur eine Perpendieular-Fläche, die durch AC und BCE geht. 


49. Lehrsatz. Jede gerade Linie, die durch zwei beliebige Puncte 
einer Ebene geht, liegt ganz in dieser Ebene. 


(Dieses ist der in der Vorbemerkung gedachte Satz, der gewöhnlich, 
ohne Beweis, als Definition der Ebene aufgestellt wird.) 


Beweis. Es sei Ü Fig.22. der bestimmende Punct, AB die be- 
stimmende Linie der gegebenen Ebene; AC und BC seien zwei beliebige 
erzeugende Linien derselben, DEU die Gerade, welche auf diesen beiden er- 
zeugenden zugleich senkrecht steht und welche nach (42.) immer existirt, 
deren es aber nach (47.) nur eine giebt: so wird, indem nunmehr AC 
und BC zugleich auf DC in einem und demselben Puncte € senkrecht stehen, 
ganz wie in (40.) bewiesen, dafs auch alle übrigen erzeugenden Linien der 
Ebene, also auch z.B. #Ü, GC ete., auf DC senkrecht sind. Es giebt 
keine erzeugende Linie der Ebene, die nicht auf DE perpendiculair wäre. 
Die Ebene AUB fällt also in ihrer ganzen Ausdehnung in die Perpendieu- 
lar- Fläche durch AC und BC, deren Axe durch Ü geht. 


Nun seien # und Ä zwei beliebige, in der durch AB und € bestimm- 
ten Ebene liegende Puncte. Dieselben befinden sich, da sie in der Ebene 
liegen sollen, nolhwendig in zwei erzeugenden Linien derselben, nemlich 
in den erzeugenden Linien AU und KÄC. Also sind HC und KC auf DC 
senkrecht (40.). Deshalb aber sind nun wieder, vermöge (40.), auch alle 
andern geraden Linien, die durch C und durch die verschiedenen Puncte der 
geraden Linie HA gehen können, auf DEU senkrecht. Es giebt keine gerade 
Linie durch HR und ©, die nicht auf DC senkrecht wäre. Die Ebene HCK 
fällt also ebenfalls, in ihrer ganzen Ausdehnung, in die Perpendieular- Fläche 
durch AC und BC, deren Axe durch Ü geht. 


Es giebt aher, zufolge (48.) nur eine Perpendicular- Fläche durch 
AC und BC, deren Axe durch C geht. Also fallen die beiden Ebenen AUB 
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und HCK nothwendig in einander, und folglich liegt die, ganz in der Ebene 
HCK sich befindende Linie HR, auch ganz in der Ebene ACB. 


50. Lehrsatz. Durch zwei sich schneidende gerade Linien kann nur 
eine Ebene gelegt werden. 


Beweis. Es sei z.B. A@ (Fig. 22.) die bestimmende Linie einer durch 
die beiden gegebenen sich schneidenden Linien AU und @C gelegten Ebene, 
und die Linie DU, deren es nur eine giebt (47.), auf AC und @Ü zugleich 
senkrecht: so stehen, nach (40.), alle erzeugenden Linien der Ebene auf DE 
senkrecht. und folglich fällt die Ebene ACG ganz in die Perpendicular - Fläche 
durch AU und 

Es sei LA eine zweite bestimmende Linie einer zweiten durch AU 
und @CÜ gelegten Ebene: so stehen wiederum, nach (40.), auch alle erzeu- 
senden Linien dieser zweiten Ebene auf der nemlichen Geraden DE senk- 
recht. Auch die zweite Ebene LCK, durch AC und GC, fällt also ganz in 
die Perpendieular-Fläche durch AC und @ÜC. 

Es giebt aber nur eine Perpendicular-Fläcke AU auf @C (48.): 
also fallen die beiden Ebenen AC@ und LCK ganz in einander, und es 
kann folglich durch AC und G@Ü nur eine Ebene gelegt werden. 


51. Lehrsatz. Die Ebene durch zwei sich schneidende gerade Li- 
nien. deren es nur eine giebt (50.), fällt ganz in die Perpendicular - Fläche 
durch die nemlichen Linien, deren es ebenfalls nur eine giebt (48.). 


Beweis. Alle erzeugenden Linien der Ebene stehen zufolge (40.) 
auf der Geraden im Raume senkrecht, die auf den beiden sich schneidenden 
Linien zugleich perpendieulair ist, und die immer Statt findet (42.), deren es 
aber nur eine giebt (47.). Also liegen sie alle in der Perpendicular-Fläche 
durch die sich schneidenden Linien, und folglich liegt die Ebene ganz in ihr. 


52. Lehrsatz. Eine gerade Linie durch zwei Puncte einer Perpen- 
dieular-Fläche liegt ganz in derselben. 

Beweis. Es seien A und B (Fig. 18.) zwei Puncte der Perpendicular- 
Fläche, deren Mittelpunet CE und deren Axe DC ist. Gesetzt nun, irgend 
ein Punet F' der geraden Linie AB läge nicht in der Perpendicular - Fläche, 
so würde FÜ nicht auf DE senkrecht sein, das heifst, mit DCE nicht gleiche 
Nebenwinkel FÜD— FCE machen (44.). Es macht aber die durch AB 
und durch € gehende gerade Linie FC mit DCE gleiche Nebenwinkel 
FCD—= FCE (40.). Also liegt F', und da das Gleiche von jedem andern 
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Puncte der Linie AB gilt, diese Linie selbst, in ihrer ganzen Ausdehnung 
nothwendig in der Perpendicular -Fläche. 

53. Lehrsatz. Die Perpendiceular-Fläche durch zwei sich schnei- 
dende gerade Linien, deren es nur eine giebt (48.), geht durch alle die ge- 
raden Linien, durch welche die Ebene geht, deren nur eine durch die nem- 
lichen sich schneidenden Linien gelegt werden kann (50.). 

Beweis. Jede gerade Linie durch zwei beliebige Puncte der Ebene 
liegt ganz in ihr (49.). Also geht jede gerade Linie in der Ebene anch 
durch die beiden sich schneidenden Linien, die die Ebene bestimmen. Diese 
aber liegen zugleich in der Perpendicular-Fläche. Also verbindet die Linie 
zugleich zwei Puncte der Perpendicular -Fläche. Deshalb liegt sie ganz in 
dieser (52.). Also geht die Perpendicular-Fläche durch jede gerade Linie, 
durch welche die Ebene geht. 

54. Lehrsatz. Wenn eine gerade Linie CF' oder Ü@ (Fig. 18.) auf 
der nemlichen Geraden im Raume CD senkrecht steht, die auf zwei andern 
geraden Linien AC und BC zugleich perpendiculair ist, so liegt sie mit diesen 
beiden Linien in einer und derselben Ebene. 

Beweis. Da nach der Voraussetzung AC, FC, BC, GC zugleich auf 
DC senkrecht sind, so liegen sie in der Perpendicular- Fläche auf die Axe 
DC durch C, deren es nur eine giebt (45.). Diese Fläche aber fällt mit 
der Ebene durch AC und BC, deren es nur eine giebt (50.), zusammen (53.). 
Also liegen FC und @C mit AC und BC in einer und derselben Ebene. 

55. Lehrsatz. Wenn der bestimmende Punct einer Ebene, nebst 
zwei Puncten ihrer bestimmenden Linie, in einer andern Ebene liegen. so 
fallen die beiden Ebenen ganz in einander. 

Beweis. Da vorausgesetzt wird, dafs z.B. der bestimmende Punct 
C (Fig. 23.), nebst zwei Puneten B und D der bestimmenden Linie BD der 
Ebene BCD, in der Ebene FAE liegen, so müssen notlhwendig die drei 
Puncte B, EC und D, die nicht in eine und dieselbe gerade Linie fallen können, 
in erzeugenden Linien AE, AG und AF der Ebene FAE sich befinden. 
Dann fällt aber zunächst die destömmende Linie BD der Ebene BCD yanz 
in die Ebene FAHE (49.). Und deshalb befinden sich weiter zwei Puncte 
jeder erzeugenden Linie BC, HC, KC, DC etc., nemlich die Puncte B und 
C, L und ©, M und C, D und © u.s. w. in der Ebene FAE. Also liegen 
auch sämmtliche erzeugende Linien der Ebene BCD ganz in der Ebene F'4E 
(49.), und folglich fallen die beiden Ebenen ganz in einander. 
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56. Lehrsatz. Jeder Punct einer Ebene kann der Mittelpunct einer. 
und nur einer Perpendieular-Fläche sein, in welche dann die Ebene in 
ihrer ganzen Ausdehnung fällt. 


Beweis. Es sei in der Ebene FAE (Fig. 23.), deren bestimmender 
Punct A und deren bdestimmende Linie KEF' ist, EC ein beliebiger Punct, 
welcher der Mittelpunet einer Perpendieularfläche sein soll: so wird voraus- 
geselzt. dals Ü in irgend einer erzeugenden Linie AC der Ebene liegt: in 
einer Linie also, die die bestimmende Linie EF' schneidet; etwa in @. 


Nun sei K& irgend ein anderer Punet der bestimmenden Linie der 
Ebene FAR, und EC und AGC seien zwei Strahlen der Perpendicular - 
Ebene durch ©.  Alsdann hat die bestimmende Linie der Ebene F'4E zwei 
Puncte & und @ mit der Perpendicular-Fläche durch EC und @C gemein. 
Deshalb liegt sie ganz, und also jeder ihrer Puncte in ihr (51.). Also hat 
nunmehr ferner jede erzeugende Linie der Ebene FAE, z.B. AK, AQ ete.. 
zwei Puncte mit der Perpendieular-Fläche gemein, nemlich die Puncte 4 
und &, A und Q u.s.w. Also liegen alle erzeugenden Linien der Ebene 
ganz in der Perpendieular-Fläche durch EC und @C, und folglich liegt in 
derselben die Ebene selbst, in ihrer ganzen Ausdehnung. 


Eben so wird, wenn man statt K& irgend einen andern Punct der be- 
stimmenden Linie der Ebene, z. B. den Punct #" annimmt, bewiesen, dafs 
die Ebene ganz in der Perpendicular-Fläche durch FC und @C liegt. 


Nun giebt es aber nur eine gerade Linie im Raume, die auf KU und 
GUÜ zugleich senkrecht ist (47.), also nur eine Axe der Perpendicular- 
Fläche durch EC und GC. Diese Axe, da sie auf den beiden erzeugenden 
Linien EC und GC einer Ebene durch EF' und Ü senkrecht steht, ist aber 
auch auf jeder andern erzeugenden Linie dieser Ebene, z. B. auf FÜ senk- 
recht (40.). Also ist sie auch auf @C und FC zugleich senkrecht, und 
folglich die Axe der Perpendieular-Fläche durch @C und FC, deren es 
wiederum nur eine giebt. 


Die beiden Perpendieular-Flächen durch EC und GC, und durch FC 
und @C, so wie jede andere, in welche die Ebene KAF fallen kann. haben 
also eine gemeenschaftliche Axe; zugleich gehen alle durch den Puncet C 
dieser Axe. 

Es giebt aber durch einen und denselben Punct einer Axe nur eine 
Perpendieular-Fläche auf diese Axe (45.). Also giebt es immer eine Per- 


y A 


12 


% 
= 
> 
2 


2. Zur Theorie der Ebene. 47 


pendieular-Fläche für jeden Punct einer Ebene, in welche die Ebene ganz 
fällt, aber nur eine. 


57. Lehrsatz. Jede gerade Linie, so lang sie auch sein mag, kann. 
unter einem bestimmten Winkel gegen eine andere, die sich in einer geve- 
benen Ebene befindet, in diese Ebene gelegt werden. 


Deweis. Der Punct der Ebene, in welcher sich die beiden geraden 
Linien schneiden sollen, werde als der Mittelpunet derjenigen Perpendieular- 
Fläche betrachtet, in welche die Ebene fällt; was immer angeht (56.). Als- 
dann ist die gegebene Linie einer der Strahlen der Perpendicular - Fläche: 
die in die Ebene zu legende zweite Linie aber wird ein anderer und der- 
jenige Strahl der Perpendieular-Fläche sein, der mit dem ersten den bestimmten 
Winkel macht. Und da nun die Länge der Strahlen unbegrenzt ist, so kann 
die in die Ebene zu legende Linie so lang sein, als man will. 


58. Lehrsatz. Jedes Dreieck kann in eine bestimmte Ebene und an 
eine bestimmte Linie in derselben gelegt werden. 


Deweis. Die bestimmte Seite werde in die gegebene Linie gelegt: 
so kann eine zweite Seite des Dreiecks, unter dem bestimmten Winkel des- 
selben, an jene Linie, ebenfalls in die Ebene gelegt werden (57.). Dann 
aber fällt die drilte Seite des Dreiecks, weil sie zwei Puncte der vorigen 
beiden, und folglich zwei Puncte der Ebene verbindet, ebenfalls ganz in 
dieselbe (49.). 

59. Lehrsatz. Durch jedes Dreieck kann eine Ebene gelegt werden. 
in welche die drei Seiten desselben in ihrer ganzen Ausdehnung fallen; aber 
nur eine. 

Beweis. Es sei ABC (Fig. 24.) das Breieck, durch welches eine Ebene 
gelegt werden soll, M sei der bestimmende Punct und DE die bestimmende 
Linie einer Ebene. Alsdann werde M z.B. in irgend eine Gerade AK, die 
durch A und durch irgend einen Punct A der A gegenüber liegenden Drei- 
ecks-Seite BC geht, gelegt. Ferner werde die, bestimmende Linie der Ebene 
durch die Linie AKM, etwa in Z, gelegt und zugleich durch die Gerade BM, 
die B und M verbindet, etwa in H. Alsdann sind AM und BM zwei er- 
zeugende Linien der Ebene JIMI; AB hat also die beiden Puncte A und 3, 
und BC die beiden Puncte B und ÄK mit der Ebene gemein. Deshalb fallen 
AB und BC ganz in die Ebene (49.). Und da ferner AC die beiden Puncte 
A und EC mit der Ebene gemein hat, so fällt auch AC ganz in dieselbe. 
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Also geht die Ebene durch alle drei Seiten des Dreiecks, und es kann folglich 
immer eine Ebene durch das Dreieck gelegt werden. 

Nun werde eine zweite Ebene PNQ ganz auf die nemliche Weise 
durch das Dreieck gelegt, so hat dieselbe die Puncte C und R mit der vorigen 
Ebene /IMI gemein; folglich liegt die gerade RC, und mithin auch der be- 
stimmende Punet N der zweiten Ebene, nothwendig in der ersten (49.): 
desgleichen der Durchschnitispunet @ der bestimmenden Linie FG der zweiten 
Ebene. nebst der erzeugenden Linie NÜ. Ferner liegt, da die zweite Ebene 
nunmehr. nächst dem Puncte A, den Punct N mit der ersten Ebene gemein 
hat. auch die erzeugende Linie NA der zweiten Ebene, und mithin ihr Durch- 
schnitt P/ mit ihrer Bestimmenden, in der ersten Ebene. Folglich liegen, 
nächst dem bestimmenden Puncte N der zweiten Ebene, zwei Puncte P und 
0 ihrer bestimmenden Linie in der ersten Ebene. Deshalb aber fallen beide 
Ebenen ganz in einander (55.); und da das Nemliche von jeder andern 
Ebene eilt. so kann durch ein Dreieck nur eine Ebene gelegt werden. 

60. Lehrsatz. Wenn zwei Ebenen drei Puncte, die nicht in gerader 
Linie liegen. mit einander gemein haben, so fallen sie ganz in einander. 

Beweis. Durch je zwei von den drei Puncten kann nur eine gerade 
Linie gelegt werden (2.), also durch die drei Puncte nur een Dreieck. Durch 
jedes Dreieck aber kann nur eine Ebene gelegt werden (59.). Also fallen 
zwei Ebenen, die drei Puncte gemein haben, ganz in einander. 

61. Lehrsatz. Eine Ebene und eine gerade Linie, die sich schneiden, 
können nur einen Punct gemein haben. 

Beweis. MHälten sie auch nur zwei Puncte gemein, so fiele die Linie 
ganz in die Ebene (49.),. und schnilte sie folglich nicht. 

62. Lehrsatz. Alle Durchschnittspuncte zweier Ebenen liegen noth- 
wendig in gerader Linie. 

Beweis. Läge ein dritter Durchschnittspunet nicht in der Geraden 
zwischen beliebigen zweien, so würden schon die Ebenen ganz in einander 
fallen (60.) und sich folglich, nicht schneiden. 

63. Lehrsatz. Die‘ Summe jedes Paares von Nebenwinkeln ist so 
erofs, als die Summe von zwei Rechten. 

Beweis. Sind die Nebenwinkel ACD und BCD (Fig. 21.) einander 
gleich, so ist jeder ein rechter (30.), und der Satz ist an sich selbst klar. 
Sind die Nebenwinkel ACE und BCE einander nicht gleich, so dafs alsq 
EC nicht in die Perpendieular-Fläche DU auf AB durch € fällt, so wird 
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in (44.) bewiesen, dafs der eine der beiden Winkel, z.B. BCE, nothwendig 
kleiner, der andere AUE nothwendig gröfser ist, als ein rechter. Ferner 
wird in (44.) bewiesen, dafs CE die gerade Linie DB, die einen Punct D 
irgend eines Perpendikels DEU der Perpendicular-Fläche mit B verbindet, 
nothwendig schneidet, etwa in K; desgleichen, dafs die gerade Linie AE 
nothwendig irgend einen, vielleicht einen andern Perpendikel AU der Per- 
pendieular-Fläche schneidet, etwa in A. Da auf diese Weise die Winkel 
ECB und DCB in einer und derselben Ebene liegen, nemlich in derjenigen, 
deren bestimmende Linie DKEB und deren bestimmender Punct C ist, so ist 
nach (25.) 

ECB+-DCE=DUB=R, 
wenn R einen rechten Winkel bezeichnet: also ist, wenn man noch R auf 
beiden Seiten hinzuthut, 

1. ECB-DCE-+R —= 2R. 
Da ferner der Winkel KACE und der rechte Winkel ACK in einer und der- 
selben Ebene liegen, nemlich in derjenigen, deren bestimmende Linie AKE 
und deren bestimmender Punct € ist, so ist nach (25.) KÜE-+ ACK = ACE, 
oder, weil ACK—=R, 

2. KCE+R = ACE. 


Nun stelle man sich im Raume die gerade Linie vor, die auf EC und BC 
zugleich senkrecht steht, die immer Statt findet (41.) und deren es,nur eine 
giebt (47.), so steht dieselbe, weil DU mit EC und BC in einer und der- 
selben Ebene liegt, auch nothwendig auf DE senkrecht (40.). Ferner steht 
sie auf AC senkrecht, weil ACB eine gerade Linie ist, folglich auf AC und 
EC zugleich, und folglich, weil AKC mit AC und EC in einer und derselben 
Ebene liegt, auch auf AC (40.). Es liegen aber DU und KC beide in der 
Perpendicular-Fläche auf AB durch C: also fallen sie, weil sie in der- 
selben, wie so eben folgte, mit dem Perpendikel auf EC und BC (deren es 
nur einen giebt, einen gleichen, nemlich einen rechten Winkel machen) noth- 
wendig in einander, und daher ist der Winkel ACE dem Winkel DCE gleich. 
Es ist also hier oben in (2.) nunmehr 


3. DCE-+R ACE. 
Setzt man Dies oben in (1.), so findet sich 
4. ECB-ACE = 2R; 


welches der Lehrsatz ist. 
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64. Lehrsatz. Wenn zwei Winkel, die zusammen so grofs als zwei 
Rechte sind. den Scheitel und einen Schenkel gemein haben und in einer 
und derselben Ebene liegen, so liegen ihre andern Schenkel nothwendig in 
gerader Linie. 

Beweis. Läge der Schenkel eines Winkels, der mit dem Winkel 
ACB (Fig. 25.) den andern Schenkel AC und den Scheitel C gemein hat, 
mit ihm zusammen so grofls ist als zwei Rechte, und zugleich mit ihm in 
einer und derselben Ebene liegt, nicht in der geraden Linie BC@, so liege 
er z.B. in CD, oder in CE. 

Da vorausgesetzt wird, dafs CD und CE mit AC und BC in einer 
und derselben Ebene liegen, so steht ED, oder CE, zufolge (40.) noth- 
wendig auf der Geraden im Raume senkrecht, die auf AC und BC zugleich per- 
pendiculair ist, die immer Statt findet (42.) und deren es nur eine giebt (47.). 
Desgleichen steht C@ auf dieser nemlichen Geraden senkrecht, weil BÜG 
eine gerade Linie sein soll. 

Da aber auf diese Weise CD und CE auf der nemlichen Geraden 
senkrecht sind, die auf CA und C@ zugleich perpendiculair steht, so liegen 
sie mit CA und ECG in einer und derselben Ebene (54.). Deshalb ist denn 
ACD kleiner und ACE gröfser als AUG (25.). Es ist aber BCA- ACG 
—?2R (63.); also kann nicht BCA--ACD und auch nicht BCA-+ ACE 
gleich zwei Rechten sein, und daher kann der Schenkel des Winkels, der 
mit ACB zusammen, in der nemlichen Ebene, so grofs sein soll, als zwei 
Rechte, nicht in ÜD oder CE, sondern nur in die gerade Linie BUG fallen. 

Der Beweis von (63. und 64.) ist ebenfalls dem Euklidischen Buch 1. 
Satz 14. nachgebildet, aber mit den für die gegenwärligen Ansichten noth- 
wendigen Vervollständigungen. 

65. Lehrsatz. Von jedem Winkel giebt es, in seiner Ebene, gleich 
srofse Hälften. 

Beweis. Ist der Winkel ACB (Fig. 26.) so grofs als zwei Rechte, 
so ist die Linie ACB eine Gerade (64.), und für jeden Punct Ü einer ge- 
raden Linie giebt es eine Gerade CD, die mit AB gleiche Nebenwinkel 
macht (38.). 

Ist der Winkel ACB kleiner oder gröfser, als zwei Rechte, so werde 
BC — AC genommen, und A mit B durch die gerade Linie AB verbunden. 
Diese gerade Linie kann nicht durch €’ gehen; denn sonst müfste irgend eine 
durch € gehende, mit AC' und BC in einer und derselben Ebene liegende 
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gerade Linie CD mit ACB Nebenwinkel machen, deren dem Winkel ACB 
gleiche Summe zwei Rechte wäre (63.); was der Voraussetzung entgegen 
ist. Nun werde in der von ACB verschiedenen geraden Linie ADB, AD 
— BD genommen; was immer angeht (11.). Alsdann sind in den Dreiecken 
ACD und BCD alle drei Seiten die nemlichen; denn es ist AC— BÜ und 
AD— BD, nach der Voraussetzung, und ÜD ist sich selbst gleich. Also 
sind die Dreiecke congruent (32.), und folglich sind die Winkel ACD und 
BCD, die, weil CD durch AB geht, in der Ebene des Winkels ACB liegen, 
einander gleich, und folglich gleich grofse Hälften des Winkel ACB, in 
dessen Ebene. 

66. Lehrsatz. Wenn in der Ebene eines Winkels ACB (Fig. 27.) 
ein kleinerer Winkel ACD liegt, mit seinem Scheitel C und einem Schenkel 
AC in dem Scheitel und dem einen Schenkel des gröfseren, so giebt es immer 
einen Winkel ACE, der noch kleiner ist, als der kleinere Winkel ACD. 

Beweis. Durch fortgesetzte Halbirung des gröfseren Winkels ACB, 
die nach (65.) immer Statt findet, kommt man auf einen Winkel, der kleiner 
ist als jeder beliebige Winkel, folglich auch kleiner als der Winkel ACD. 


X. 


Dieses wären die nothwendigsten Sätze aus der Theorie der Ebene, so, 
wie sich dieselbe nach meinem unmaafsgeblichen Ermessen, auf die Grundsätze 
(25., 35. und 36.), die schon von den Geometern (entweder stillschweigend 
oder ausdrücklich) zugegeben werden, wie es scheint, folgerecht errichten 
läfst. Es werden sich daran ohne Schwierigkeiten die ferner nöthigen Sälze 
anfügen lassen. 

In den bisherigen Sätzen ist nirgend der Begriff der Parallelen vor- 
gekommen. Es mufs daher noch das Nothwendigste davon hinzugefügt werden; 
und zwar werde ich kürzlich diejenige Theorie der Parallelen geben, die den 
Begriff von Winkel- und Parallelräumen voraussetzt, und die ich für die 
beste halte: ungefähr in der Gestalt, wie ich sie in dem Journale der Ma- 
!hematik Band XI. Heft 2. S. 198 aufgestellt habe; aber den hiesigen Sätzen 
von der Ebene gemäls eingerichtet und vervollständigt. 

67. Lehrsatz. Wenn zwei gerade Linien MAP und NCQ (Fig. 13.) 
in einer und derselben Ebene liegen und mit einer dritten ACH, die sie 
schneiden, an ähnlichen Seiten gleiche Winkel MAH— NCH machen, so 
begegnen sie sich nirgend. 
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Beweis. Gesetzt, es sei anders und sie begegneten sich irgendwo, 
so geschehe es in 3. Die gerade Linie BCD, da sie die beiden Puncte B 
und € mit der Ebene gemein hat, in welcher nach der Voraussetzung MP 
und NF' liegen, wird ganz in ihr sich befinden. Es sei E der von A und € 
gleich weit entfernte Punet, der zufolge (11.) nothwendig existirt, BEF sei 
eine gerade Linie, KF— BE und F mit C durch die gerade Linie CF 
verbunden: so wird BF', weil es mit der Ebene durch MP und NO die 
beiden Puncte 3 und E gemein hat, ganz in ihr liegen; desgleichen CF, 
weil es den Punet CE und den Punct F' der Linie BF mit der Ebene gemein 
hat. Da in den Dreiecken AEB und CEF' zwei Seiten und der einge- 
schlossene Winkel die nemlichen sind, nemlich AE—= EC, BE— EF, nebst 
den Scheitelwinkeln bei &, so sind die Dreiecke congruent (19.), und folglich 
ist der Winkel KUF' dem Winkel MAH gleich. Es ist aber der dem Winkel 
MAH der Voraussetzung nach gleiche Winkel NCH seinem Scheitelwinkel 
ECO gleich; also MAH—= ECO. Beide Linien CF und CO liegen aber 
in einer und derselben Ebene; also fällt CF‘, weil sie mit CE denselben 
Winkel macht wie CQ, nothwendig mit CO zusammen. 

Schnitte demnach Ü'Q die MP in B, so mülste BCF eine gerade Linie 
sein. Es liegt aber € nicht in der geraden Linie BEF': denn läge es in 
derselben, so lägen EU und AEC darin, folglich auch BA und BC, und 
BA läge in BC, mithin fielen 3A und CF zusammen, welches der Voraus- 
setzung entgegen ist. Es kann daher BCF keine gerade Linie sein, weil es 


sonst deren zwei. von einander verschiedene gäbe, die eine durch E, die 
andere durch den Punet €, der nicht in BEF liegt. Es kann folglich auch 
CO die MP nicht in B schneiden. und eben so wenig in irgend einem 
andern Puncte:; auch, eben so, nicht MP die NQ irgendwo. 

Dieser Beweis ist dem Euklidischen des nemlichen Lehrsatzes nachge- 
bildet. aber nach den gegenwärtigen Ansichten vervollständigt. 

68. Lehrsatz. Zwei gerade Linien AC und BD (Fig. 28.). die von 
einer dritten CDN so geschnitten werden, dafs die beiden innern, an einerlei 
Seite der letztern liegenden Winkel ACD und BDC zusammen kleiner als 
zwei Rechte sind, treffen, genugsam verlängert, an eben der Seite zusammen. 

Beweis. Es wird vorausgesetzt, dafs AC und BD in einer und der- 
selben Ebene liegen. In dieser Ebene befindet sich dann auch die Gerade 
CDN, weil sie zwei Puncte € und D mit der Ebene gemein hat. 

Da BDC--BDN — 2R ist (63.), und nach der Voraussetzung 


| 
| 
| 
= 


2. Zur Theorie der Ebene. 53 


BDC--ACD <2R sein soll, so ist ACD<BDN. Es sei FON -- BDN, 
und FC liege in der nemlichen Ebene wie alle übrigen Linien: so ist noth- 
wendig FUN > ACN; und zwar um den Winkel FCA. 

Welches nun auch der Winkel FCA sein mag. so kann immer durch 
fortgesetzte Halbirung des Winkels HUN ein Winkel FCE angegeben werden. 
der kleiner ist als FCA (66.). Also ist FUN =n.FCE, wo n eine 
endliche Zahl bezeichnet. 

So viele Winkelräume, jeder gleich FCE, als die Zahl n Einheiten 
hat, an einander gelegt, füllen also den ganzen Winkelraum FUN, das heifst, 
den Theil der Ebene aus, den die Linien FÜ und UN begrenzen. Und 
da FCA>FCE, so füllen n Winkelräume, jeder gleich FCUA, an einander 
gelegt, einen Winkelraum aus, der gröfser ist als FUN. 

Nun sei D@ = IL —= CD und Ferner seien 
GH, IK, LM etc., sämmtlich in der Ebene der übrigen Linien liegend, mit BD 
und parallel. Alsdann sind alle die Parallelräume FÜUDB, BDGH, HGIK 
etc., das heifst, diejenigen Theile der Ebene, die von den Linien FC, CD, DB, 
von den Linien BD, D@ und GH etc. begrenzt werden, congruent, und 
folglich auch gleich grofs. Also ist der Parallelraum FÜULM —n.FCDB. 

Der Parallelraum FCLM ist aber kleiner, als der Winkelraum FCA; 
denn er läfst von demselben noch den Winkelraum MLN übrig. Also ist er 
um so mehr kleiner als der Winkelraum ».FCA, der gröfser war als FUN. 

Es ist also n.FÜCDB<n.FC4A: folglich auch FÜDB< FCA. 
Daher kann der Winkelraum FCA nicht in dem Parallelraune FÜDB ent- 
halten sein, und daher mufs AC die BD nothwendig irgendwo schneiden. 

69. Anmerkung. Die gerade Linie PQ (Fig. 11.), durch den bestim- 
menden Punct A einer Ebene gehend, begegnet, wenn sie mit irgend einer 
erzeugenden Linie derselben, z. B. mit AE, gleiche Winkel BEe — PAe, macht. 
der bestimmenden Linie BC der Ebene nirgend (67.). Sie ist die einzige, 
welche diese Eigenschaft hat; denn jede andere gerade Linie MN, durch A, 
die mit AE ungleiche Winkel macht, begegnet der bestimmenden Linie BC 
nothwendig (68.). Die Lage der Linie PQ, und die Lage dieser allein, wird 
also durch die bestimmende Linie der Ebene nicht gegeben. Sie wird aber 
dadurch bestimmt, dafs sie auf derjenigen Geraden im Raume senkrecht steht, 
die auf beliebigen zwei erzeugenden Linien der Ebene zugleich perpendiculair 
ist; oder auch dadurch. dafs sie durch irgend eine Gerade in der Ebene geht, 
die nicht mit BC parallel läuft. 
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$. XII. 


Die beiden Sätze (67. und 68.) enthalten bekanntlich die Theorie 
der Parallelen, und der zweite Satz (68.) ist wörtlich das eilfte Euklidische 
Axiom. Gegen den beigefügten Beweis desselben läfst sich nichts weiter ein- 
wenden, als dafs in demselben Figuren zu Hülfe genommen werden, die 
nicht ganz umschlossen sind. Dies bringt die Schwierigkeit mit sich, dafs, 
nachdem von dem Winkelraume FEN (Fig. 28.) der Parallelraum FCLM 
weggenommen worden, noch ein Winkelraum MLN übrig bleibt, der dem 
Winkelraume FÜN gleich ist, so dafs also scheinbar Verschiedenes gleich 
sein soll. was ein Widerspruch zu sein scheint. Die Schwierigkeit entsteht 
daraus, dafs ungleichartige Gröfsen, nemlich Winkel- und Parallelräume, mit 
einander verglichen werden. Allein, dafs der Winkel #FCA nicht in dem 
Parallelraume FÜDB enthalten sein kann, ist auf dieselbe Art gewifs, als dafs 
ein Körper nicht in einer Linie, eine Linie nicht in einem Puncte Raum findet. 
Und da nun die Congruenz der verglichenen Figuren bei dem Beweise eben 
so streng Statt findet, wie bei jedem andern Beweise von Sätzen über ge- 


schlossene Figuren, so scheint mir der beigefügte Beweis befriedigend zu sein. 
Berlin. 1834. 
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3. 
Über die Tafel primitiver Wurzeln. 


(Vom Herrn Dr. Kulik, Professor der Math. an der Universität zu Prag) *). 


(Fortsetzung der im IX. Bande dieses Journals vom Herausgeber entworfenen Tafel dieser 
Wurzeln für die Primzahlen 3 bis 101.) 


le habe schon vor mehreren Jahren bei Gelegenheit der Fortsetzung 
der vom Herrn Geheimen Hofrath G@aufs in seinen Disyuisetiones arithmeticae 
bekannt gemachten Tafel periodischer Dezimalbrüche,. eine Tafel primitiver 
Wurzeln für alle Primzahlen und ihre Potenzen unter 1000 berechnet, und war 
daher nicht wenig erfreut, zu lesen, dafs eine solche Arbeit nach den Schlufs- 
worten des Herausgebers dieses Journals im Bande IX. S. 35 einer Bekannt- 
machung in dieser schätzbaren Zeitschrift nicht unwerth würde befunden werden. 


Tafel I. 
Kleinste primitive Wurzel für die Primzahlen 103 bis 1009. 


Pr. W.| Pr. W.| Pr. W.| Pr. W.| Pr. W.| Pr. W.|Pr. W.| Pr W.| Pr. W. 
103 5 1 191 19 | 277 5|379 10| 467 2|587 2167 21797 2! 907 2 
107 2|193 31383 10 | 479 13 | 593 10 |6863 5|809 3| 91 17 
109 6 | 197 21283 31389 10 | 487 10 |599 14691 3| 811 10) 919 7 
113 35199 3)293 2|397 10|601 7)701 10 | 821 10| 929 
127 31211 2)307 37,499 10 | 607 31709 10 | 823 10| 937 10 
131 2| 223 3)311 17|409 21 | 503 10°) 613 2| 719 11 | 827 2| 91 10 
137 3] 227 21,313 10419 10 | 509 10 | 617 3|727 10 |829 2 947 2 
139 21229 6,317 2|421 215241 3)619 101733 61839 1 955 10 
149 21233 3/1331 3/4311 71523 3)79 31853 967 5 
151 71337 10 | 433 10541 10 |641 31743 10|857 10) 971 10 
157 5] 241 71,347 2|439 151547 2/6493 11|751 3189 2| 977 10 
163 2 | 251 6)349 2143 21557 21647 10| 757 21863 10| 983 10 
167 5 | 257 31353 3)563 2/1653 2|71 6|87 91 5 
173 21263 5|359 71457 131569 31659 10 | 769 11 | 881 12 | 997 7 
179 2 | 269 2) 367 10 | 461 10 | 571 10 | 661 21773 21883 211009 5 
181 2|271 21463 31577 101673 2|887 10 


*) Der Abdruck dieser Tafeln ist durch Zufall mehrere Jahre verspätet worden, 
weshalb der Herausgeber sehr um Entschuldigung bittet. 
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56 5. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 


Es ist für die Theorie der Primzahlen wichtig, eine Tafel sämmtlicher 
Potenzenreste für die kleinste primitive Wurzel als Grundzahl zu haben. 
Manche Wahrheiten. die sich bei aufmerksamer Betrachtung einer solchen Tafel 
von selbst aufdringen. könnten der Theorie als eben so viele Lehrsätze zum 
Beweisen vorgeführt werden. Überdies ist die Ableitung der secundären Wur- 
zeln aus einer solchen Tafel so einfach, dafs man in den meisten vorkom- 
menden Fällen damit ausreichen dürfte. 


In der folgenden Tafel II. steht zuerst die Primzahl. Hierauf folgen 
ihre sämmtlichen primitiven Wurzeln, unter denen diejenigen mit einem Puncte 
bezeichnet sind, welche der Bedingung Genüge leisten (G@auss Disq. arithm. 
art. 72). dals wenn sie zur Grundzahl angenommen werden, der Index der 
Zahl 10 den kleinsten Werth erhält. Die letzte Spalte enthält die Potenzen- 
reste für die kleinste primitive Wurzel als Grundzahl, in der Ordnung wie 
sie auf einander folgen. Die erste Hälfte derselben ist von der zweiten durch 
einen Doppelpunet geschieden, um die Controle der Schreib- oder Druck- 
fehler zu erleichtern, da die gleichvielten Zahlen beider Hälften bekanntlich 
die Primzahl zur Summe haben. Z. B. in der Primzahl 103 sind die An- 
fangszahlen beider Hälften 5 und 95, deren Summe 103 ist; eben so geben 
die folgenden Zahlen 25 und 78, 22 und S1. 7 und 96 dieselbe Summe. 
Allgemein bei der Primzahl 2»-+-1 wird der nte und der (n--p)te Rest die 
Summe 2p»--1 geben. 


Tafel IE. 


Primitive Wurzeln und Potenzenreste für die Primzahlen 103 bis 1009. 


Reste 
Primitive Wurzeln N. 0 1 2 p) 4 5 6 7 8 9 


|; 2 0 

Io 35 N 

| 3 4 45 48 2 8 90 83 37 3 12 60 9 58 84 
53 54 3 

| 5 67 m. 1 4 356 24 2 10 50 4 14 7 
| 5 

| 


4 7 77 78 


84 8 86 87 6 64 11 5 69 36 1 % 71 4 24 
ss 9 99 101 7 


100.8 383 37 82|101 93 53 59 8 


| sim 6 9 2 4 
| 


3 Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 57 
Reste 
Primitive Wurzeln N. 0 4 fi 6 7 8 9 
107 2 5 0 322? 64 42.84 
23 1 64 15 30 60 13 26 52 104 101 9 
a nn: » 3 2 3 59 1 2 4 69 31 17 
2838393 5 6 3 4 68 9 5859 18 36 72 37 74 
59 60 63. 65 66 5 40 80 53 10:15 9 1 5 38 
7 8 72 
2 4 8 91 9 7 gs; 2 “563 19 38 
4 % 97 98 8 3» 8 A 
103 104 9 5 036 5 5010 3 9 51 
10 | 1022 97 87 677 27 
109 0 6 36 107 97 37 4 3 10 
14 18 30 1 931 % 31| AT 6 57 
37 4 2 15 90 104 79 8 10 60 33 89 98 
4 47 50 51 3 30 2 3 51 
53 56 "57 4 72 34 95 3 3 
3 596 > 3 232 m 
u 23 
% 98 99 103 7 36Rr 5 52 9 19 5 30 1 9 
8 49 % 20 1 66 69 87 86 80 44 
9 46 58 2341 17 102 7 5 14 84 68 
10 si 0 2 56.9 54 106 9 1 
113 3 0 3 9 7 8 17 51 8 21 
1 6 8 54 49 34 102 80 
29 33 34 37 3 1 38 8 8:7 18 
46 4 3 3 69 9 56 
#6 47 54 55 5 11 9353 6 3 75 112: 110 104 86 
58 59 66 67 
BE 6 32 .% 62 73 106 92 50 37 111 107 
76 79 80 84 7 5359 64 9 1 3 
86 89 90 9 8 | 109 101 77 5 
93 9 96 101 9 7 35 15 89 4 10 30 9% 4 1 
103 107 108 110 10 585 64 70 9 656 82 60 67 
11 38 4 
127 3 6 0 3 sı|ı6 8 15 
14 3 239 39 ı 19 3 9 22 6 1 4A 2 
3 4 46 48 2 36 108 70 83 122 | 112 82 119 18 55 
35.88.57 3 0 16 48 17 51 
3 5 86 9 5 98 40 120 106 64 65 68 77 104 58 
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58 5. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 
| Reste 
Primitive Wurzeln N. N 1 A 6 
6! ar 14 42 1%:124 | 118 10 46 1 33 
101 106. 109. 110 7 » 3 2 6 oo % 
112 114 116 118 41 1315 A 59195 
9 s a a 9 13| 9 17 97 37 11 
9 10 3| 0 60 53 32 % 
11 34 102 52 29 87 ı 1: 98 %% 5 
12 50:23 69 80 113 5 1 
131 2.6.81. 0 2 8 16 | 32 64 128 135 119 
4a 2 3 3 5 7009 8 565 13 % 
30 31 2 7 3 3106 8 3 
37 40 50 54 3|I 62 124 117 18 75 191383 7% 21 2 
56 57 6 67 7 a 5 0 0 
2°» 02 8 5 29 58 116 101 11 2 8 
35 87 88 90 
3 5 9 97 5 98 65 | 130: 129 127 123 115 
98 103 104 106 66 a 8 % 61 122 
10 11 115 116 13 95 59 118 10 79 27 54 108 8 
148 410 420 122 8 56 
124 126 127 198 10) 12 5 10 89| 57 14 9 
11 63 121 111 9 15 30 
0 7 sl 1 3 6 
13 1 
137 MM 0 3.9 27 8 | 106 44 132 122 9 
2 1 3. 4 % 1 2 68 4 3 75 88 127 107 47 
27.293 31 33 35.| 2 4 12 36 108 50 339 17 7 94 
3 4. 46| 3 a 2 a 51 
2.8 8 7 a 52 19 57 34 102 
57 32 9 414 42 | 104 38 114 68 67 
6.07 o 
10 5 1 9 55 5 135 13 
108.208: 9 | 101 29 87 104 98 | 20 60 43 129 113 
13 114 116 117 | 10 | 65 58 37 11 59 | 40 120 86 121 8 
125 431 192 1% 11 | 130 16 7A 5 118 | 18 351065 4 
951 392369 3 8 
slı 3 2 6 61 6 1 
139 32 95 0 2 4 8: % 32 64 138 17 9 
1389 21 1 51 102 65 130 121 | 108 67 134 129 119 
2 32 40 2 9 59818 7 1 3 4 9 
50 53 56 58 3 5 0% 4A 8: 235 | 50 100 61 122 105 
3 66 8 % 53 106 7 
3 35 8 90 5 7 1a 8 56 112 | 5 31 62 124 109 


- 
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5. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 59 
Reste 

Primitive Wurzeln N, 0 fi 5 6 7 9 

139 92.93 98 101 6 26 52 104 69 138: 
102 104 108 109 7 | 137 15 131 13 7 | 5 1 2 4 8 

110 111. 114 115 S 37 aA 9 18 3 25 10 20 40 

119 123 126 128 9 s0 21 42 84 29 38 116 9 47 94 

130 132 134 135 10 43 98 57 114 8 39 78 17 34 68 


2 4 8 16 32 64 128 107 65 
130 111 73 146 143 137 125 101 53 106 
63 126 103 57 114 79 9.18 36 72 
| 139 129 109 69 | 138 127 105 61 122 
41 15 30 60 120 91 33 66 
132 115 81 13 26 2 104 50 118 87 


149 
234 5% 
1 3 32 34 
404 83 48 
51 5 56 
57 58 5960 8 
56 
7” 916 
3 87 89 90 | 7 
12 3 a a2 
98 99 101 106 108 | 9 

109 111 115 117 122 | 10 | 10 131 13 0 0 

126 128 131 134 135 ! 11 | 22 4 88 27 54 | 108 67 134 119 89 


136 137 138 139 141 


„> 


13 43 107 
95 37 71 124 140 
35 53708 3 a7 131 31 3 
146: 121 122 
128 13- 8 15 90 | 87 69 112 68 106 
2 5 17 10 


14 15 30 35 
48 51 52 54 
64 © 7 
7 89 93 
96 102 104 106 
108 109 111 112 
114. 115 117 120 
126 129 130 133 
134 140 141 146 


a 
en 


8 48 137 67 100 | 147 127 7 42 10 
2 12 72 130 25 | 150: 145 115 8 63 
108 44 |! 113 74 142 97 129 
19 114 80 277 1 66 94 111 62 70 
10 | 118 104 20 120 116 2.9 1411 9 9 
11 105 26 5 2 23 138 73 136 61 


-1 


12 2 8 8719 10 53 
13 16 96 123 134 49 | 143 103 14 84 51 
14 4 24 144 109 50 | 149 139 79 21 126 
15 1 


Fr 136 133 127 115 9 3 86 33 66 132 
2 8 7 15 30 0 
10 101 68 3| 7 3 vo 
| 
146 147 9 5816 853 17 | 34 68 136 133 97 
sis 31 49 98 47 94 
al za 5 
| _ — 


60 5. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 
Reste 
Primitive Wurzeln N. 0 1 6 8 9 
157 651 1. 0 5 5315 ae 2 9 85 
2 21 % 1 68 26 130 22 110 7 
a 3 3 53 2 1 4 4 83 109 4365 1 5 
5560 64 6% 3 | 118 .119 124 149 117 | 114 99 24 120 129 
63 6 69 4 17 8 111 84 106 59 138 62 153 137 
2 3 a4 7 5 57 128 12 60 143 87 121 134 42 53 
S0 83 84 85 
7 8 91 9 6 | 108 69 31 155 147 | 107 64 6 30 150 
5 9 97 102 7 | ı22 139 67 21 105 54 113 94 156: 152 
104 114 119 123 s|jı2 2 3955 61 148 112 89 131 
131 133 136 137 9 7 15 7 8 76 66 16 80 86 116 
139. 142 151 152 10 | 109 74 56 123 144 92 146 102 39 38 
11 3 8 0 383 58 |ı3 37 38 10 7 
12 35 8 1 53 4 100 29 
13 | 1455 97 14 70 36 23 115 104 49 88 
14 ı 2 1050 3111.17 735 8 
15 90 136 52 103 44 3 4 
163 0 32 64 138 93 23 
2 18 19 20 1 46 92 21 42 84 5 10 20 40 8 
293 32 42 44 2 | 160 157 151 139 115 67 134 105 47 94 
45 50 52 63 3 25 50 100 37 74 | 148 133 103 43 86 
666768 70. 4 9 2 14 | 15 9 1 22 4 
76 5 13% 52 104 5 90 17T 34 68 
79 80 82 89 
92 94 101 103 6 | 136 19 5 MO 57 | 11a 65 130 97 31 
106 107 108 109 5 7 8 56 112 6 12 
112 114 116 117 8 81 162: 161 159 155 | 147 131 9 35 70 
120 122 124 128 9 | 140 117 71 142 121 79 158 153 143 123 
129 130 137 139 8 3 6 12 % 29 58 116 
147 148 149 153 11 69 138 113 63 126 s9 15 30 60 120 
154 159 
12 77 154 145 127 9 19 338 76 152 14 
13 | 119 75 150 137 111 59 118 73 146 129 
14 95 27 54 108 53 | 166 49 98 33 66 
15 | 132 101 39 78 156 | 149 135 107 51 102 
16| 41 4 
167 ; 20.9325 9 0 5 35 1235 124 | 119 9 136 12 60 
20 23 26 30 3 1 | 133 164 152 92 126 | 129 14 52 9 131 
5337300 4 21154 12 95 5858| 13 14 9 1 55 
35 6 51 32 31 108 39 28 140 32 | 160 132 159 127 134 
3 5 59 60 67 4 2 10 50 83 8 1 21 105 24 120 
89 on 23 5 99 161 137 17 85 91 121 104 19 9 


) 
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5. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 61 


Primitive Wurzeln N. n 4 | 5 6 - 


141 37 18 90 116 79 61 138 


167 78 79 80 8 2 
9 78 56 113 .64 | 153 97 151 8 


113 117 118 119 120 ı 10 | 115 74 36 13 6 158 122 109 44 53 
123 125 129. 131 . 134 | 11 98 156 112 59 128 | 139 27 135 75 


473 23572108 


6 
7 
97° 98 99 101 102 8 | 100 27 54 108 43 86 172: 171 169 165 
103 104 105 107 108 9 | 157 141 109 45 90 7 14 28 56 112 
110 111 112 114 115 | 10 51 102 31 62 124 75 150 127 81 162 
120 123 125 127 128 | 11 151 129 85 170 167 161 149 125 77 154 
129 131 134 141 143 
145 146 147 153 154 | 12 | 135 97 21 42 84 | 168 163 153 133 93 
155 156 161 162 165 | 13 13 26 52 104 35 70 140 107 41 82 
166 168 170 171 14 | 164 155 137 101 29 38 116 59 118 63 
15 | 126 79 158 143 113 53 106 39 78 156 
16 | 139 105_ 37 74 148 | 123 73 146 119 65 
17 | 130 87 1 


1 18 21 23 2 1 129 79 158 137 95 11 2 4 88 176 
Be 2 3 2 | 173 167 155 131 83 F 166 153 127° 75 150 
4 35 37738 3 | 121 63 126 73 146 | 113 47 94 9 18 
4 


4 4 50 53 54 36 72 144 109 39 78 156 133 87 174 
> 58 62 63 6 169 159 139 99 19 33 7 152 135 7 
4 86 90 9 9 
4 9% 97 98 9 


142 105 31 62 124 
60 120 61 122 65 | 130 81 162 145 111 
102 103 104 105 109 43 86 172 165 151 123 67 134 89 178: 
111 112 113 114 115 125 174 1068 107 115 51 108 25 50 
118 119 120 122 123 | 10 | 100 21 42 84 168 | 157 15 9 3 6 
127 128 130 131 132 | 11 12 214 48 9 13 26 52 104 29 58 


> © 


| | | Reste € 
2 110 
7 101 
9 101 102 103 104 | 8 4 20 10 
135 136 138 139 140 
142 143 145 146 148 | 12 8 10 314165 157 lıı7 3 86 96 146 “ 
149 151 153 5 Isle ı3 7 8 0150 2 7% 
158 159 160 168 lıa | 88 18 72 26 130 | 149 77 51 88 106 
164 165 57 18 54 18 14 
2 A 8 1ı6| 32 64 138 8 166 
29 2 4 5|3la s 1311 9 5 
ss ASS 5053 55! al 10 20 40 80 160 ! 147 121 69 138 103 
| 
2 a 8 32 64 18 77 14 


62 5. Kulık, Tafel primitiver Wurzeln. 
Reste 
Primitive Wurzeln N, N 1 2 3 4 | 5 6 7 8 9 
179 133 134 136 137 140 12 se 3 8 3 %& 132 85 170 161 143 
143 148 150 152 154 13 107 35 70 140 101 23 46 9 > 
157 159 160 162 163 14 20 40 80 160 141 > 1. me 3 
164 165 166 167 170 15 74 148 117 55 110 41 82 164 149 119 
174 175 176 16 59 118 57 114 4 es. 1717 a 8 1% 
17 93 112 45 90 1 
181 0 37° 64 128 75 150 
3 83 AM 1 | 119 57 114 9 7 14 238 56 112 
47 50 53 54 2 43 86 172 163 145 109 37 74 148 115 
5377 58 68 66 3 49 9 15 30 60 | 120 59 118 55 110 
> SS N RB 4 39 75 156 131 981 162 143 105 29 58 
3 4 85 9% > 116 51 102 23 46 92 3 se 2 2 
% 97 98 
103 104 105 112 6 48 % 1 22 44 ss 176 171 A161 14 
115 118 123 124 71 101 21 42 84 16 | 155 19 7 154 197 
127 128 131 134 Ss 73 146 111 4 82 | 164 147 113 45 9% 
140 153 157 158 9 180: 179 177 173 165 149 117 53 106 31 
160 163 171 179 10 62 124 67 134 87 174 167 153 125 69 
11 135 95 9 18 3 72 144 107 53 66 
12 132 83 166 151 121 641 12 63 186 7 
13 | 142 103 25 50 100 19 38 76 152 123 
14 65 130 79 158 135 89 178 175 169 157 
15 | 133 85 170 159 137 93 5 10.20 40 
16 80 160 139 97 43 265 52 104 27 54 
17 108 35 70 140 99 17 34 68 136 9 
18 1 
191 19 21 22 28 0 19 170 174 59 | 166 98 143 43 53 
3 353 4 1 23 a 37 130 178 135 82 
4 4 53 56 2 30 188 134 63 51 14 75 88 144 62 
57 58 61 62 3 32.35 92 29 169 | 155 80 183 39 168 
63 7 = 38 4 136 101 9 ı7 2 38 149 157 118 141 
6% 83 87 8 5 5.9 86 106 104 66 108 142 24 74 
91 93 9 
95 99 101 105 6 69 165 79 164 60 185 77 15 1098 28 
106 110 111 112 7 | 150 176 97 124 64 70 184 58 147 119 
113 114 116 119 fe) 160 175 78 145 81 11 18 151 4 76 
123 124 126 127 9 107 13 45 9 10 89: 4172 :21 :.47 138 
131 132 137 140 10 25 9 148 148 138 139 158 137 120 179 
141 143 145 146 11 154 61 13 56 109 161 3 57 38 18 
148 151 157. 164 
165 167 168 17 12 177 116 103 47 129 159 156 99 162 22 
275 :375 13 36 111 8 152 23 90 182 20 189 
178 179 181 182 14 1535 232 186 9 105 8 87 
183 187 188 189 15 | 15 83 49 167 117 | 12 2% 112 97 13 


& 
? 


5. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 63 


Reste 
Primitive Wurzeln N. 0 4 fi 5 6 - g 


17 | 121 713 4 7 31 16 113 46 110 


18 | 180 173 40 187 115 | 84 68 146 100 ısı 


9 
193 0.959 0 5 35 15 | 37 185 153 186 158 
19 22 26 30 ı| ıs 90 6 127 3565| 897 9 52 67 12% 
34 37 38 #0 2 7 187 168 43 | 22 110 164 4 
5% 2| ı0 5035792 74 
1 52 53 57 4 ! 177 113 179 1233 36 | 180 138 61 112 174 
ss 6 66 m 51 98 104 134 9 69 | 152 181 133 86 44 


32 90 9 6 27 135 9% 9 84 34 170 78 4% 
\ 102 103 111 113 7) 100 114 184 148 161 a» 195 3 R 109 
114 115 116 120 I) 63 13 1 155 3 5 2 182 138 11 
1233 127 1382 135 9 ı 169 73 172 88 54 77 192: 188 168 68 
136 140 141 142 10 147 156 8 40 7 35 175 103 129 66 
146 148 149 152 11 137 106 144 141 126 se 0 117 6 30 
153 155 156 159 
163 167 171 174 12 150 171 83 29 145 146 151 176 108 154 
176 178 183 188 13 191 143 143 136 101 19 16 80 14 7% 


14 | 197 3 & 172 8 19 9% 89 59 102 
15 124 41 12 60 107 149 166 58 97 99 
16 109 159 23 115 189 173 ° 93 7 9 45 
17 32 160 28 140 121 26 130 71 162 38 


18 | 190 178 118 11 55 82 24 120 21 105 


197 
2378 
0 1 2 3 
338 4 48 
50 52 56 57 58 
67 m. 
A 5 78 79 80 
32 86 89 91 94 
95 98 99 102 103 


2 4 8 16 32 64 128 59 118 
39 78 156 115 33 66 132 67 134 71 
142 87° 174 151 105 13 ° 26 52 104 11 
155 | 113 29 58 116 35 
70 140 83 166 135 73 146 95 190 183 
169 141 85 170 143 89 178 159 121 45 


„> 
#) 


90 180 163 129 61 | 122 AT 94 188 179 
161 15 53 106 15 | 30 60 120 43 86 
| 106 108 111 415 117 191 | 185 173 19 101 5 
118 119 122 123 124. 10 20 40 80 160 | 123 49 98 196: 195 
125 126 130 131 139 | 10 | 193 189 181 165 133 | 69 138 79 4158 119 
140 141 145 147 149 | 11 | Aı 82 164 131 65 | 130 63 126 55 110 
151 152 153 159 162 
165 166 167 170 176 | 12 | 23 46 92 1sa 11 1 165 9 186 175 153 
179 180 184 185 186 | 13 | 109 21 42 84 168 | 139 8ı 162 197 57 
189 192 194 195 1 8 7 8 56 


8 
al 
— 


19 | 139 116 1 


64 5. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 
Primitive Wurzeln N. ee 
197 15 | 112 27 54 108 19 | 38 76 152 107 47 
17 | 144 91 182 167 137 | 7 154 111 3 50 
18 | 100 3 6 12 %4| 48 9 192 187 177 
19 | 157 17 37 
199 365% 0 3.9.27 81 | 44 132 197 193 181 
3 ı | 15 37 m 134 4| 12 36 108 1835 176 
a1 4 4 54 2 | 130 191 175 127 182 | 148 46 138 16 48 
869 An 3 3 | 144 34 102 107 122 | 167 103 110 131 194 
25 4 184 154 64 192 178 | 136 10 3090 nn 
5 9799 105 51 14 42 126 179 139 | 19 57 171 115 146 
108 110 113 118 
119 120 127. 129 6) 410 120 161 85 56 | 168 106 119 158 7% 
133 134 142 143 I 937 2 5 
146 148 149 150 8 26 78 35 105 116 | 149 49 147 43 129 
152 153 154 163 9 | 188 166 101 101 104 | 113 140 22 66 198: 
164 166 167 168 10 | 196 190 172 118 155 Freie 
170 173 176 179 1 65 15 187 A 3 
183 185 186 189 
190 192 195 197 12 s 4 2 11 5 
va 968 55 
14| 515 7 21 63 | 189 169 109 128 185 
| 15 | 157 3 20 60 8 8% 53 159 
| 16 | 79 38 114 13 31 | 93 80 A 1233 170 
| 17 |) 112 137 13 39 117 | 152 58 174 1294 173 
| 18 | 121 164 9 83 50 |10 532 156 
| 19|1|39 98 8 | 59 17 
211 3 0 2 8s 1| 32 6 18 45 90 
229 35 39 1 | 180 149 87 174 137 | 63 136 A 82 164 
4 8 57 7% 2 | 117 3 4 92 184 | 157 103 206 201 19 
3 85 9 9 3 | ı7ı 131 51 102 204 | 297 183 155 99 198 
106 108 112 116 a | ı85 159 07 3 6| 12 A 48 9 19 
118 127. 130 131 5 |ı73 15 59 118 2% | 50 100 200 189 167 
133 141 142. 145 
149 152 155 158 6 | 123 35 70 140 69 | 138 65 130 49 98 
| 159 160 162 164. 7 | 196 181 151 91 182 | 153 95 190 169 127 
165 166 167 174 83 13 9 8 % 
175 181 187 19 9 | 144 77 154 97 194 | 177 13 75 150 8 
195. 202 205 207 10 | 178 145 79 158 105 | 210: 209 207 203 195 
11 | 179 147 83 166 121 | 31 62 14 37 7 
12 | 18 85 170 129 47T | 94 188 165 119 27 
13 | 54 18 5 10 20 80 160 19 7 


5. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 65 
Reste 
Primitive Wurzeln N. 0 1 2 4 5 6 
211 14 14 8 56 112 1 26 52 104 208 205 
15 199 187 163 115 19 33 76 152 93 186 
16 161 111 11 22 44 8 176 141 71 142 
17 73 146 81 162 113 15 30 60 120 29 
18 a» 18 213 8 168 125 39 78 156 
19 101 202 193 175 139 67:1381: 87 114 17 
20 34 68 136 61 122 3 66 132 53 106 
21 1 
223 0 20 60 1850 9 59 
1 2 5 32 9 65 | 195 139 194 136 18 
2 3 4 535 2 | 109 104 89 44 132 | 173 73 219 211 187 
42 4 45 46 3 | 115 122 143 206 172 70 210 184 106 9 
ss 51 57 6 4 62 186 112 113 116 ı 125 152 10 30 9 
in 75 b) 47 141 200 154 16 48 144 209 181 97 
7 79 80 84 
5 88 90 9 6 635 204 166 52 156 22 66 198 148 221 
93 % 97 9 7 217 205 169 61 183 103 86 35 105 92 
102 107 113 114 11 168 58 174 76 5 
117 122 123 19 15 45 135 182 100 77 8 72 - 216 
134 137 140 142 10 202 160 34 102 83 » BB 1 3 8 
145 147 149 150 11 74 222: 220 214 196 142 203 163 43 129 
151 154 158 160 
161 165 168 170 12 164 46 138 191 127 18. 2383 BE 9» 989 
173 176 180 185 13 38 114 119 134 179 9 50 150 4 12 
186 187 192 194 14 36 108 101 80 17 
198 204 205 214 15 12» 161 32 111 18 1077 98 71 213 19 
16 2 3 207 175 7 14 42 
18 2 6 18 54 162 40 120 137 188 118 
19 131 170 64 192 130 167 55 165 49 147 
20 218 208 178 8 4 123 146 215 199 151 
21 ı 2: © 318» m 140 197 145 212 190 
22 124 149 1 
227 0 32 64 18 239 58 
1 116 >» 160 93 186 145 
>» mM 119 3 2 63 126 25 50 100 | 200 173 119 11 22 
37 33 39 4 43 3 4 88 176 125 23 46 92 184 14 55 
> 65 %» 51 3 4 110 220 213 199 171 115 3 6 12 24 
4 5 56 58 60 5 48 96 192 157 87 174 121 15 30 60 
8 
0 838 86 8 9 6 120 13 26 52 104 | 208 189 151 75 150 
33 a 5 9% 7 73 146 65 130 33 66 132 37 74 148 
105 106 107 111 114 8 69 138 49 98 1% 165 103 206 185 143 
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66 5. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 
Reste 
Primitive Wurzeln N, 0 1 3 A 5 6 8 g 


227 | 115 117 118 119 123 9 59 118 9. 18 36 72 144 61 122 17 
124 125 126 127 128 | 10 34 68 136 45 90 | 180 133 39 78 156 
130 135 137 138 140 | 11 85 170 113 226: 225 | 223 219 211 195 163 
142 143 145 146 148 
149 150 151 152 153 12 99 198 169 111 222 | 217 207 187 147 67 
154 156 157 158 162 13 | 134 41 82 164 101 202 177 127 27 54 
163. 164 165 168 170 | 14 | 108 216 205 183 139 >51 102 204 181 135 
174 178 179 180 183 | 15 43 86 172 117 7 14 28 56 112 224 
ı 184 187 191 193 194 | 16 | 221 215 203 179 131 35 70 140 53 106 
197 198 199 200 201 17 | 212 197 167 107 214 | 201 175 123 19 38 
202 204 206 208 211 
215 216 217 218 220 | 18 76 152 77 154 81 162 97 194 161 95 
223 224 19 | 190 153 79 158 89 | 178 29 31 62 124 


21 166 105 210 193 159 91 182 137 47 9 
22 | 185 149 71 142 57 | 114 1 


10. 23 24 


229 6 0 
28 29 31 35 38 1 100 142 165 74 215 | 145 183 182 176 140 
39 40 4 47 50 2 | 153 2 12 72 203 73 209 109 196 31 
99 63 65 66 67 3 | 186 200 55 101 148 | 201 61 137 135 123 
‚> 2 DD MT 4 DE; 4 24 144 | 177 146 189 218 163 
93° °% 92 96 9 62 143 171 110 202 67 173 12 45 4 
95 102 105 110 112 
113 116 117 119 124 6 17 102 154 8 48 59 125 63 149 207 
127 131 133 137 139 7 97 124 57 113 220 | 175 134 117 15 90 
142 150 152 155 156 8 82 34 204 79 16 96 118 21 126 69 
157 160 162 163 164 9 | 185 194 19 114 226 | 211 121 39 530 
166 170 179 182 188 | 10 | 180 164 68 179 158 32 192 7 2 23 
189 190 191 194 198 | 1i 135 141 159 38 228: | 223 193 13 78 10 
200 201 205 206 219 
222 223 12 60 131 99 136 129 87 64 15 14 84 
13 #6 4 53 89 76 | 227 217 157 26 156 
14 20 120 33 198 43 29 174 138 81 28 
15 | 168 92 94 106 178 | 152 225 205 85 52 
16 83 40 11 66 167 86 58 119 29 162 
17 6 107 184 188 212 | 127 75 221 181 170 


18 | 104 166 80 22 132 | 105 172 116 954 
19 9» 112 214 139 147 | 195 25 150 213 133 
20 | 111 208 103 160 44 35 210 115 3 18 
21 | 108 190 224 199 49 65 161 50 71 197 


233 1 3 10 30 9 37 11 
2 100 67 201 137 178 68 204 146 205 149 
3 | 214 176 62 186 92 43 129 154 229 221 


| 20 _ 42 84 168 109 | 218 209 191 155 83 
| 
| | 22 37 222 187 206 9 ss 70 19 1 


5 Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 67 
Reste 
Primitive Wurzeln N, 0 4 5 6 7 9 
233 ia a BE 3 1 197 125 142 193 113 | 106 85 22 66 198 
222 1 2 24 4 | 128 151 2%0 194 116 | 115 112 103 76 228 
27 34 5 9 5| 218 158 98 61 13 | 3 16 144 199 
4 42 43 4 4. 
7 8 53 54 57 6 ; 131 160 14 42 126 | 145 202 140 187 9 
6 65 67 6 7 54 162 20 60 180 
. 39 2 8 74 222 200 134 169 41 123 136 175 59 
0 82 8 9 | 17 65 195 119 | 139 6 3 5 
83 Ss6 87 88 90 | 10 | 225 209 161 17 51 |! 153 226 212 170 4 
3 a4 5% 9% 99 | 11 | 132 163 23 69 207 | 155 232: 230 224 206 


103 106 108 111 114 
115 118 119 122 125 | 12 | 152 223 203 143 196 | 122 133 166 32 9% 
127 130 134 137 138 | 13 5 165 29 87 238 4 19 57 11 4 
139 140 143 145 146 | 14 | 141 190 104 79 4 12 36 108 91 40 
147 149 150 151 153 | 15 | 120 127 148 211 167 35 105 82 13 39 
154 155 156 158 160 | 16 | 117 118 121 130 157 5 5 4 135 172 
163 164 165 166 168 | 17 50 150 217 185 89 34 102 73 219 19 
172 174 176 179 180 | | 
185 186 188 189 190 | ıs | 107 8 31 9 A6 | 138 181 77 231 227 j 
191 192 193 194 198 | 19 | 215 19 71 213 173 53159 1 3 9 
199 206 209 211 212 | 20 64 192 110 97 58 | 17a 56 168 38 114 - 
213 216 222 223 227 | 21 | 109 9 49 147 208 | 158 8 4 72 236 
228 230 22 | 182 80 7 231 63 | 189 101 70 210 164 
| 23 6 78 1 | 
239 ER 0 7 4104 11 77 61 188 121 130 
u sms ».:.% 1 | 193 156 136 235 211 43 62 195 120 234 
3 4 4 43 2 | 204 233 197 184 93 | 173 16 112 67 230 
“ 47 353. 56 31 176 37 20 140 24 | 168 220 16 35 15 
8. 4 30210 13 97,159 15713 5 7 
DS 5 54 139 17 119 116 95 187 114 81 89 
78 79. 82 84 
| 6 89 9. 94 6 !185 59% 174 23 161 | 171 2 14 98 208 
95. 97 103 104 7 22 154 122 137 3 21 147 73 33 231 
105 106 112. 114 8 | 183 86 124 151 101 | 229 169 227 155 129 
115 117 118 119 9 | 186 107 32 224 134 | 221 113 aA 90 4 
123 126 129 130 10 48 97 201 212 50 | 111 60 181 72 % : 
131 137 140 143 1 | 182 79 75 47 90 | 152 108 39 34 238: i 
146 148 149 151. | 
152 154 156 158 12 | 232 190 135 228 162 | 178 51 118 109 46 r 
159 167 171 173 13 3 13 4 238 16 | 17T O5 535 | 
175 177 178. 179 14 6 a2 55 146 66 | 223 17 12 9 68 
181 184 185 189. 15 | 202? 219 9 215 7 19 133 214 64 209 r 
190 191 194. 205. 16 29 203 226 148 80 82 96 194 163 185 
206 207 208. 209 17 | 100 222 120 123 144 52 125 158 150 94 
9* 


68 


5. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 


Primitive Wurzeln N 
011 23 4 | 
239 | 210. 212 214 219 18 | 180 65 216 78 68 | 37 2235 14 31 47 
221 222 223 224 19 85 117 102 236 218 92 166 206 8 56 
227 228 230 231 20 | 153 115 88 138 10 70 12 84 110 53 
234 235. 236 237 21 | 132 207 15 105 18 | 126 165 199 198 191 
22 | 142 38 27 189 128 | 179 58 167 213 57 
23 | 160 164 192 149 87 | 131 200 205 4 
241 13 18. 3 0 7 49 32 |18 14 6 8 
| 34 35 37 39 1 | 113 68 235 199 188 | 111 54 137 236 206 
| 2 6 51 532 2 | 237213 5 7a 36 1 77 57 158 142 
5 56 62. 66 3 30 210 24 168 212 33 25 175 20 140 
68.69 4 16 112 61 1856 97,197 1a 3 9 155 
A 78 8 86 5 | 121 124 15 51 116 89 141 23 161 16: 
9 99 104 
109 110 112. 114 6 | 177 34 238 220 94 | 176 27 189 118 103 
127 129. 131 132 7 | 239 227 143 37 18 | 126 159 19 9” a 
137 142 146 149 s| 15 1065 12 84 106 | 19 133 208 10 70 
| 455 157 163 167 | 8 56 151 9 169 | 219 87 127 166 198 
170 171 172 173. 10 | 181 62 193 146 58 | 165 191 132 201 202 
| 175 179. 185 186 11 | 209 17 119 110 47 88 134 215 59 172 
189 190 195 199 
202 204 206 207 12 | 240: 234 192 139 9 63 200 195 160 156 
210 227. 228 234 13 | 128 173 6 a2 53 | 130 197 1 5 5 
14 4 28 i96 167 205 | 230 164 184 855 9 
15 | 211 31 217 73 29 | 203 216 66 221 101 
| 16 | 225 129 180 55 144 4 67 223 150 86 
| 17 | 120 117 96 190 125 | 152 100 218 80 78 
| 18 | 64 207 3 21 147 | 65 214 52 123 138 
| 19 2 14 9 %4 223 | 115 82 92 162 170 
20 | 226 136 229 157 135 | 222 108 33 231 171 
21 | 233 1855 90 148 72 22 154 114 75 43 
22 60 179 48 95 183 76 50 109 40 39 
23 32 224 122 131 194 | 153 107 26 182 69 
24 1 
251 6 11 44 18 19 0 6 36 216 4 | 2% 2 7 175 46 
24 2% 29 30 33 1 25 150 147 129 21 | 126 3 18 108 146 
4 37 2 93 44 2 | 123 136 161 213 23 | 138 75 199 190 136 
6 53 54 55 56 3 63 127 9 54 73 | 187 118 206 232 137 
7 5964 8 4 69 163 225 9 68 ı 157 189 130 27 162 
1 2% 727% 5 | 219 59 103 116 194 | 160. 207 238 173 34 
2 837.90 95 96 
979899 104 107 | 6 | 204 220 65 139 81 | 35 155 17 58 97 
109 111. 116 120 127 7 sS0 229 119 212 17 | 102 110 158 195 166 
129 130 132 133 134 8 | 243 203 214 29 174 40 240 185 106 134 
136 137 139 141 143 I 5 79 223 83 | 247 227 107 140 87 
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3. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 69 


Reste 
Primitive Wurzeln N. 0 1 p) 3 4 | 5 6 7 8 g 


251 145 146 148 150 158 10 20 120 218 53 67 151 153 165 237 167 
159 162 163 165 166 | 11 | 249 239 179 70 169 | 10 60 109 152 159 
167 168 170 172 176 | .9 | 901 202 208 244 209 | 250: 245 215 35 210 
177 178 183 184 185 
106 191 198 199 202 | 44 | 125 248 233 143 105 | 128 15 90 38 208 
203 206 210 212. 213. | 55 | 413 176 52 61 115 | 188 124 242 197 18 
15 216 220 223 224.| 5 | 64 133 45 19 114 | 182 88 26 156 183 


228 229 230 234 286 | „u | 94 62 121 224 89 | 32 192 148 135 57 
238 239 242 244. 248 


20 | 149 141 93 56 85 8 8 37 222 7 
21 | 211 11 66 145 117 | 200 196 172 28 168 
22 4 24 144 111 164 ı 231 131 33 198 184 


35 1 

257 6: 6, 3 9 27 81 | 243 215 131 136 151 
14 19 20 2% | 1 | 19 7a 222 152 19 | 83 249 23 15 4 
3 37 3838| 2| 112 79 237 197 | 77 231 19 3 
39340 4 43 4 | 3| 207 107 64 192 62 | 1866 44 132 139 160 
8 51 53 54 | 4| 223 155 208 210 731219 13 2 6 
5 | 18 54 162 229 173 5 415 45 135 :148 
6 | 187 47 141 166 241 | 209 113 82 246 224 
00 7 | 158 217 137 154 205 | 101 46 138 157 214 
7 a1 63 189 53 
9 | 159 220 146 1851 29 | 4 12 36 108 


102 103 105 106 107 
108 109 110 112 115 
119 125 126 127 130 
131 132 138 142 145 | 12 17 51. 153 202 92 19 57 171 256: 254 
147 148 149 150 151 | 13 | 248 230 176 14 42 | 126 121 106 61 18 
152 154 155 156 160 | 14 En Er 24 72 216 134 145 
161 163 164 166 167 | 15 | 178 20 60 180 26 78 234 188 50 150 
170 171 172 174 175 | 16 | 193 65 15 7 213 | 1235 118 97 34 102 
177 179 180 181 182 | 17 49 147 184 38 114 85 2355 251 239 203 
183 186 188 191 192 
194 201 202 203 204 
206 209 210 212 214 
216 217 218 219 220 
224 229 230 233 237 
233 243 245 2347 250 
251 252 254 


10 67 201 89 10 30 0” 13 39 117 94 
11 25 75 225 161 226 | 164 235 191 59 177 


18 95 28 84 252 242 | 212 122 109 70 210 
19 !116 91 16 48 14 | 1 3 9 
20 | 120 103 52 155 211 | 119 100 43 129 130 
21 | 133 142 169 250 236 | 194 68 204 9 37 
22 | 111 76 228 170 253 | 245 221 149 190 56 
23 | 168 247 227 167 244 | 218 140 163 232 182 


24 32 9% 31 9 22 66 198 80 240 206 
25 | 104 55 165 238 200 s6 1 


18| 1 4 13 78 2317| 47 31 186 112 170 = 

19 | 16 9 74 193 154 | 171 22 132 39 234 : 

| 23 | 1098 86 14 2 12 

| 24 | 241 191 12 9 2 | 50 9 3 7 2 


70 5. Kulihk, Tafel primitiver Wurzeln. 


Primitive Wurzeln N, 
0 1 2 3 4 b) 6 7 8 g 
263 5 7 10.14 15 19 | 0 5 25 125 9 | 232 108 14 7% 8 
20 21 28 29 30 38 1 | 172 71 92 197 196 | 191 166 41 205 236 
40 41 42 45 47 53 2 128 114 44 220 48 | 240 148 214 18 90 
3 56 57 58 59 60 3 | 187 146 204 231 103 | 252 208 251 203 226 
6365 67 71 73 76 4 78 127 109 19 95 | 212 8 40 200 211 
. 77 79 80 82 84 85 h) 3 15 75 112 3 | 170 61 42 210 261 


91 94 97 101 
106 107 110 112 113 114 6 
115 116 118 119 120 123 7 ı 121 79 132 134 144 | 194 181 116 54 7 
125 126 127 130 131 134 8 35 175 86 167 46 | 230 98 227 83 152 
135 139 141 142 146 152 9 
0 9 45 225 73 102 | 247 183 126 104 257 
1 233 113 39 195 186 | 141 179 106 420 


154 155 1585 159 160 161 1 
163 164 165 167 168 170 | 1 
171 174 175 177 180 182 
185 185 189 191 193 194 12 100 237 133 139 169 » 85 8 3 
195 197 199 201 202 209 13 105 262: 258 238 138 | 164 31 155 249 193 
211 212 213 214 215 217 14 | 176 91 192 171 66 67 72 97 222 58 
219 220 224 226 227 228 15 27 135 149 219 43 | 2155 23 115 49 245 
229 230 231 232 236 237 16 173 76 117 59 2110 1 55 12 6 
235 239 240 241 245 246 17 37 185 136 154 244 | 168 51 2355 223 63 


247 250 251 252 254 255 
257 259 260 261 18 52 260 248 188 151 | 229 93 202 221 53 
19 2 10 50 2350 198 | 201 216 28 140 174 
20 sı 142 184 131 129 | 119 69 82 147 209 
2ı | 256 228 88 177 9% | 217 33 165 36 180 
22 ı 111 29 145 199 206 | 241 253 239 143 189 
23 | 156 254 218 38 190 | 161 16 80 137 159 
24 6 30 150 224 68 77 122 84 157 259 
25 | 243 163 26 130 124 94 207 246 178 101 
26 | 242 158 141 
269 37 EM 32 64 128 265 243 


217 165 61 122 244 | 219 169 69 138 7 
1428 56 112 224 | 179 89 178 87 174 
185 | 107 214 159 49 98 
196 123 246 223 177 85 170 71 142 15 
30 60 120 240 211 153 37 74 148 27 


15 17 18 19 22 26 
27 28 29 31 32 33 
35 39 40 42 46 48 
50 59 60 63 68 69 
2 a 75 % 77 
83 85 86 855 90 9 
94 95 98 101 102 104 
106 107 108 109 110 111 
112 113 114 116 122 123 
124 125 129 130 132 134 


m 
#) 


97 | 114 228 187 105 210 
151 33 66 132 264 ! 259 249 229 189 109 
218 167 65 130 260 | 251 233 197 125 250 
199 | 129 258 247 225 181 


„> 
[0 


— 


135 137 139 140 141 145 | 10 93 186 103 206 143 17. 34 68 136 3 
146 147 152 155 156 157 | 11 6 12 24 AS 96 | 192 115 230 191 113 


5. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 


Reste 
Primitive Wurzeln N. 0 4 A 5 6 7 8 
269 | 158 159 160 161 162 163 | 12 | 226 183 97 194 119 | 238 %7 195 21 42 
165 167 168 171 174 175 | 13 84 168 67 134 268: | 267 %5 %1 253 237 
178 179 181 183 184 186 | 14 | 205 141 13 26 52 | 104 208 147 3% 50 
192 193 194 195 197 198 | 15 | 100 200 131 2362 2355 | 241 213 157 5 9 
200 201 206 209 210 219 ı 16 | 180 91 182 95 190 ı 111 222 175 1 162 
221 223 227 229 230 234 | 17 5 10 220 A 73|1|16 23 46 92 194 
236 237 238 240 241 242 
243 247 250 251 252 254 | 18 99 198 127 254 239 | 209 149 29 58 116 
257 259 261 262 266 267 | 19 | 232 195 121 242 215 | 161 53 106 212 155 
20 4 82 164 59 i1l8 | 236 203 137 5 10 
21 20 40 80 160 51 | 102 204 139 9 18 
22 36 72 144 19 38 76 152 35 70 140 
23 1 2 4 8 17% 83 166 63 1% 252 
24 | 235 201 133 266 263 | 257 245 221 173 7 
25 | 154 39 78 156 43 86 172 75 150 31 
26 62 124 248 227 185 | 101 202 135 1 
271 6 5 1 0 6 36 216 212 | 188 44 264 229 19 
32 43 4 ı | 114 142 39 234 49 23 138 15 90 269 
48 51. 52 58 2 | 259 199 110 118 166 | 183 14 84 233 43 
72. 3 | 258 193 74 173 2235| 216 a1 911 A 4 
» % 91 9 4 | 14 51 35 210 176 | 243 1038 76 1855 % 
4. 5 % 9. 5 | 156 123 196 92 10 60 89 2363 223 254 
101 107 108 109 
116 118 120 133. 6 | 169 201 122 190 56 65 119 172 219 230 
135. 137 142. 143 7 25 150 87 251 151 93 16 96 34 204 
147. 149 150. 159 8 | 140 27 162 159 14 33 198 104 82 221 
161 168. 172 182. 9 | 242 97 40 240 85 | 239 79 203 134 262 
186 189 193. 197 10 | 217 218 224 260 205 | 146 63 107 100 58 
201. 203 204 208. 11 77 191 62 101 64 | 113 136 3 18 108 
209 210 215 218. 
221 222 226 231 12 | 106 94 22 132 250 | 15 57 71 155 117 
234 235 249 251 13 | 160 147 69 143 45 | 2770:265 235 55 59 
253 254 255. 257. 14 | 8 27 7 42 252 | 157 129 232 37 222 
260 264 267 269 15 | 248 133 256 181 2 12 72 161 153 105 
16 88 257 187 38 228 13 78 197 98 46 
17 5 30 180 267 247 | 127 220236 6 9 
18 28 168 195 86 245 | 115 148 75 179 261 
19 | 211 182 8 48 17| 102 70 19 81 215 
20 | 206 152 99 52 41 | 246 121 184 20 120 
231 | 178 255 175 237 - 67 | 131 244 109 112 130 
22 | 238 73 167 189 50 29 174 231 31 186 
23 32 192 68 137 9 34 53 47 1 66 


"Ab 
T 1 
5 
\ 
'r 


2 5. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 
Reste 
Primitive Wurzeln N. 0 n 2 q A 5 6 7 8 g 
271 24 | 125 208 164 171 213 | 194 80 209 170 207 
25 | 158 135 268 253 163 | 165 177 249 19 231 
26 | 126 214 200 116 154 | 111 124 202 128 226 
27 1 
1 2024 31 1 | 267 227 27 135 121 St 2355 167 4 2% 
4 3 4 85 2 | 100223 73515 44 220 269 237 77 
#6 50 53 56 3 | 108 263 207 204 189 | 114 16 80 13 6 
365 8 72 4 28 140 146 176 49 | 245 117 31 155 221 
7 78 8. 9 > | 274 262 202 179 64 43 215 244 112 6 
4 % 97 9 
99 101 103 105 6 30 150 196 149 191 | 124 66 53 265 217 
107 110 111 114 7 | 254 162 256 172 29 1 15 171 24 10 466 
115 119 124 126 8 | 230 42 210 219 264 | 212 229 37 185 94 
127 134 135 137 9 | 193 134 116 26 130 96 203 184 89 168 
140 142 143 150 10 9 45 225 17 85 | 148 186 99 218 259 
151 153 158 162 11 | 187 104 243 107 258 | 182 79 118 36 180 
163 166 167 170 
172 174 176 178 12 69 68 63 38 190 | 119 41 205 194 139 
179 180 181 183 13 | 141 151 201 174 39 | 195 144 166 276: 272 
154 197 199 200 14 | 252 152 206 199 164 | 266 22 2 10 50 
205 209 212 219 15 | 250 142 156 226 22 | 110 273 257 177 54 
221 224 227 231 16 | 270 242 102 233 57 8 40 200 169 14 
232 233 234 246. 17 0 7388 163 261 | 197 154 216 249 137 
253 257 259 260 
263 266 271 272 18 | 131 101 228 32 1600| 2% ı2 565359 
19 75 98 2113 234 62 33 165 271 2347 127 
20 81 128 8 153 211 | 2A 12 60 3 15 
21 21 105 248 132 106 | 253 157 2331 47 235 
22 67 58 13 65 AS | 240 92 183 84 143 
23 | 161 251 147 181 74 93 188 109 268 232 
24 2 260 192 129 91 | 178 59 18 90 17 
25 34 170 19 95 198 | 159 241 97 208 209 
26 | 214 239 87 158 236 72 83 138 136 126 
27 76 103 238 82 133 | 11 1 
281 31.2. 9 0 3.9 27 8 | 243 167 20 98 13 
ss 2 21.8 1 33 117 70 210 68 | 204 50 150 169 226 
3 27 2 | 116 67 4 133 88 264 230 128 103 
30 41 42 4 3 238 84 252 194 20 60 180 259 215 83 
46 4 51 53 4 | 249 185 247 260 218 92 276 266 236 146 
4. 5 N 72 | 216 86 258 212 74 


5 Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 


veste 
Primitive Wurzeln N, 0 1 2 3 N 5 6 7 8 
2s1 5 % 82 8. 6 | 222 104 31 93 279 | 275 263 227 119 
4 87 1 94 7 | 228 122 85 255 203 47 141 142 145 
95 9% 97 103 8 | 181 262 224 110 49 | 147 160 199 35 
104 105 107 108 9 34 102 25 75 225 | 113 58 174 24 
110 115 117. 120 10 ı 202 44 132 115 64 ı 192 14 42 126 
122 127 131 133. 11 1030 90 270 248 | 182 265 233 137 
148. 150 154 159 
161 164. 166 171 12 | 109 46 138 133 118 73 219 9 4 
173 174 176 177 13 36 108 43 129 106 37 111 52 156 
178 184 185 186 14 | 280: 278 272 254 200 38 114 61 183 
187 190 194 197 15 | 242 164 211 71 213 77 231 131 112 
198. 199 205 206 16 | 165 214 80 240 158 | 193 17 51 153 
207 210 226 227. 17 | 253 197 29 87 261 | 221 101 22 66 
229 230 233 235 
237 239 240 251 18 32 96 7 21 63 | 189 5 15 45 
254 255 257 258 19 | 124 91 273 257 209 65 195 23 6 
259 260 262 266 20 59 177 250 188 2 6 18 54 162 
268 269 270 275 21 53 159 196 26 78 | 234 140 139 136 


22 1 100 19 57 171 232 | 134 121 82 246 
23 | 247 179 256 206 56 | 168 223 107 40 


24 79 237 149 166 217 89 267 239 155 
25 | 271 251 191 11 33 9 16 48 144 
26 | 172 235 143 148 163 | 208 62 186 277 
27 | 245 173 238 152 175 | 244 170 229 125 


28 1 

233 3 0 3 9 27 81 | 163 206 52 
17 18 .%0 22 1 | 185 272 250 184 269 | 241 157 188 281 
ss» 31 35 3 2 | 265 229 121 80 240 | 154 179 254 196 
46 47 48 50 3 6 18 28 8 2352 | 10 A 12 36 
4 41 123, 86 258 208 58 174 239 151 
9 72 75 80 > | 227 115 62 186 275 | 359 211 67 201 


82 87 98 


104 107 109 114 6 | 111 50 150 167 218 838 264 226 112 
118 119 123 124 7 | 159 194 16 48 144 | 149 164 209 61 
126 133 139 140 8 | 266 232 130 107 38 | 114 59 177 248 
145 146 147 148 9 | 251 187 278 268 238 | 148 161 200 34 
153 154 162 166 10 23 69 207 55 165 | 212 70 210 64 
170 171 173 178 11 10 30 90 270 244 | 166 215 79 237 
180 182 183 184 
186 187 188 189 12 | 152 173 236 142 143 | 146 155 182 263 
190 191 192 193 13 | 103 26 78 234 136 | 125 92 276 262 
194 198 200 202 14 94 282: 280 274 256 | 202 40 120 77 
206 209 210 213 151927 8» 1 3 9 14 42 126 95 
220 221 224 226 16 6 18 54 162 203 43 129 104 29 
231 234 42 243 17 217 85 255 19 31 93 279 271 


Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLV, Heft 1. 10 


73 
76 
154 
105 5 
161 
97 © 
130 
12 
187 
268 
55 
178 
198 
135 | 
207 
205 
| 127 
176 | 
120 | 
| 184 
151 
269 
94 | 
156 | 
277 
22 
108 
170 
37 
53 
183 
178 
102 
192 
145 
223 
220 
231 
2 
87 
247 


4 5. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 
Reste 
Primitive Wurzeln N, 0 4 A | 5 6 8 
283 | 247 249 255 258 18 | 175 242 160 197 3 75 225 109 44 132 
259. 260 270 272 19 | 113 56 168 221 97 8 A 72 216 8 
273 274 276 277 20 | 216 233 13 16 | 5 15 19 57 1m 
231 | 230 124 89 %67 235 | 139 134 119 74 222 
22 | 100 17 51 153 176 | 245 169 224 106 35 
3lı 2 % 5 5| 5 135 122 83 249 
| | 181 %0 214 76 28 | ıı8 213 73 219 
5 | 9 273 353 193 13 | 39 117 68 94 46 
| 26 | 138 131 110 47 141 | 140 137 128 101% 
27 | 60 180 257 205 49 158 1 7 
4A 
295 2 3 5 7 S 0 2 4 8 16 32 64 128 256 219 
m a2 13 18 19) 1) 145 290 287 281 269 | 245 197 101 202 111 
aM 3| 213 133 266 239 | 15 77 1542 15 30 
ı 65 AT 501 A! 60 120 %40 187 81 ! 162 31 62 124 248 
| 52m | 5 | 203 113 226 159 2% | 50 100 200 107 214 
| 57 
Ss 980 5 8 | 6 |! 135 270 247 201 109 | 218 143 286 279 265 
| 8. 92 93 98 99 7 | 237 181 69 138 276 | 259 225 157 231 42 
| 101 103 105 106 108 | 8 | sa 168 43 86 172 | 51 102 204 115 230 
| 10 111 2 113 11a | 9 | 167 a1 82 164 3 | 70 140 280 267 24 
| 116 117 118 119 120 | 10 | 189 s5 170 47 9 | 188 83 166 39 78 
| 122 125 127 19 | 9 8 2 8 1% 
| 130 131 134 136 139 
| 142 146 147 151 154 | 12 |. 59 118 2336 179 65 | 130 260 227 161 29 
157 159 162 163 164 | 13 | 58 116 2332 171 49 | 98 196 99 198 103 
| 165 166 168 171 173 | 14 | 206 119 238 183 73 | 146 292: 291 289 285 
| 174 15 1% 17 5 la 5 7 | 36 
180 1sı 182 183 185 | 16 | 24 48 96 192 91 | 182 71 142 284 275 
187 188 190 192 194 | 17 | 2357 21 19 5 10 | 20 40 80 160 27 
| 195 200 201 204. 207 
| 208 213 214 215 A7 | 18 | 54 108 216 130 278 | 263 233 173 53 106 
| 218 219 221 223 227 | 19 | 212 131 %62 231 169 | 5 90 180 67 134 
230 231 21 242 243 | | 268 13 3 
252 259 31 263 264 | 22 | AT 34 68 136 272 | 251 209 125 250 207 
25 2%6 270 273 274 | 23 | ı2ı 242 191 89 178 | 63 126 252 211 129 
275 280 281 282 285 
2856 288 200 291 24 258 223 153 13 3 s2 104 208 123 246 


| 
| 95 | 199 105 210 127 254 | 215 137 274 35 217 
| 2% 141 282 271 249 205 | 117 234 175 57 114 
| 27 | 228 163 33 66 132 | 264 235 177 61 1% 
28 | 244 195 97 1% 9% | 190 87 174 55 110 
29) A 


5. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 75 


| Reste 
Primitive Wurzeln N. 0 4 4 


307 u 0 1» 52 

2 23 29 30 1 | 262 82 103 208 119 | 288 2 
2 | 183 301 277 157 171 | 24 2 
u 55 3 54 270 122 303 287 | 207 1 
» a 3 4 26 130 36 180 286 | 02 8918 6 7% 
a4 5 7 80 5 58 290 222 189 24 | 120 293 237 264 9 


32 84 85 88 


92 905 98 106 6 153 151 141 91 148 126 16 80 93 158 
111 116 117 120 7 | 176 266 102 203 94 | 163 201 84 113 2358 
123 124 126 130 8 62 : 2» 23 m 33 165 211 134 56 
131 132 137 138. 9 | 280 172 246 2 10 »>0 250 22 110 243 
142 143 147 1451 10 294 242 289 217 164 206 109 238 269 117 
157 159 161 166 11 278 162 196 59 295 | 247 T 2 13 Mi 
172 173 174 178 
1850 185 186 188 12 7 78 83 108 233 | 244 299 267 107 228 
189 195 197 198 13 | 219 174 256 52 260 12 53 265 97 178 
200 203 207 208 14 276 152 146 116 273 An mM 48 240 279 
213 217 218 220 15 |! 167 221 184 306 302 | 282 182 296 252 32 
221 224 236 238 16 | 160 186 9 45 225 | 204 9 18 19 9 
241 242 244 245 17 | 168 226 209 124 6 30 150 136 66 23 
247 249 258 263 
265 266 267 268 18 | 115 268 112 253 37 185 4 20 100 193 
270 279 281 282 19 44 220 179 281 177 271 127 21 105 218 
292 296 297 300 20 | 169 231 234 249 17 85 118 283 187 14 


27 | 272 132 46 230 229 | 224 199 74 63 8 


30 | 259 67 28 140 86 | 123 1 


311 „m 2 8 0 17 289 248 173 | 142 237 297 73 308 
9 31 3 34 1 | 260 66 189 103 1% | 22 2 9% 915 
37 38 3 44 2 lı3 5 2 34 %7 | 185 35 284 163 283 
5 57 5859 3 | 146 305 209 132 67 | 206 81 183 84 184 
2 6 9 7 4 18 306 226 110 4 68 223 59 70 357 
a4 6% 82 8 5 15 255 292 299 107 | 264 134 101 162 266 
s8 92 93 97 


99 101 102 103 6 | 168 57 36 301 141 | 220 8 136 135 118 
110 111 114 115 7 | 140 203 30 199 273 | 287 214 217 268 202 
118 119 122 123 8 ı3 221 25 114 72 | 291 282 129 16 272 


| a1ı| 0 4 215 154 156 | 166 216 159 181 291 | 
22 | 227 214 149 131 41 | 205 104 213 144 106 | 

23 | 223 194 49 245 304 | 292 232 239 274 142 
24 | ı73 31 27 | 61 305 297 37 57 

| 285 197 64 13 65 | 18 90 143 101 198 

F 69 38 190 29 145 | 111 248 12 60 300 

| 00 200 79 ss 13 | 2355 AT 235 9254 

j 42 210 129 31 155 | 161 191 34 170 236 

10 * 


5. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 


Primitive Wurzeln N. ante 
£ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 g 
311 124 129 131 132 9 270 236 280 95 60 87 235 263 117 123 
133 136 138 145 10 225 93 26 131 30 228 144 271 253 258 
148 149 151 152 11 32 233 229 161 249 190 120 174 159 215 
155 154 155 161 
164 167 170 172 12 | 234 246 139 186 52 ! 262 100 145 288 231 
174 176 177 180 13 195 205 64 155 147 11 187 69 240 37 
181 183 184 186 14 7 119 157 181 278 61 104 213 200 290 
191 194 199 202 15 265 151 79 99 128 310: 294 22 63 138 
203 204 205 207 16 169 74 14 238 3 51 245 122 208 115 
2311 213 215 947 17 89 269 219 302 158 198 256 309 277 44 
218 221 227 230 
231 232 233 236 18 126 276 27 148 28 165 6 102 179 244 
238 239 241 244 19 105 230 178 227 127 293 5.85 201 307 
246 247 248 251 20 |! 243 88 252 241 54 | 296 56 19 12 204 
255 257 258. 263 21 47 177 210 149 45 | 143 254 275 10 170 
266 269 271 272 22 91 303 175 176 193 | 171 108 281 112 38 
276 2831 233 294 23 24 97 94 43 109 298 90 286 197 239 
299 301 302 303 
306 307 308 309 25 | 224 76 48 194 188 s6 218 285 180 261 
26 s33 167 40 58 53 | 279 78 82 150 62 
27 | 121 191 137 152 96 77 65 172 125 259 
28 49 211 166 23 80 116 106 247 156 164 
29 300 124 242 71 274 304 192 154 130 33 
30 ! 250 207 9 11l 2 46 160 232 212 183 
| 31 1 
313 | 10. 14 15 17 0 10 100 61 297 | 153 278 276 256 56 
20 21 28 31 1 247 279 286 43 117 231 119 251 6 60 
a mau Mi 45 2 2857 53 217 292 103 91 284 23 230 109 
#46 41 5 59 3 151 258 76 134 88 254 36 47 157 hi) 
0 62 658 6 4 50 187 305 233 139 |; 138 128 28 280 296 
67 69 74 77 5 | 143 178 215 272 216 | 282 3 30 300 183 
84 86 89 
9% 9 92 094 6 | 265 146 208 202 142 | 168 115 211 232 129 
101 102 106 109 7 38 67 44 127 18 | 180 235 159 25 250 
110 112 120 122 8 | 309 273 226 69 64 14 140 148 228 89 
123 126 127 130 9 | 264 136 108 141 158 15 150 248 289 73 
146 149 153 154 10 104 101 71 84 214 | 262 116 221 19 190 
159 160 164 167 11 22 220 3.90 274 | 236 169 125 311 293 
183 186 187 190 
191 193 201 203 42 I 118 191 3 7.70 74 114 201 132 68 
204 207 211 912 13 594 227 79 164 75 | 124 301 193 52 207 
219 221 222 223 14 | 192 42 107 131 58 | 267 16 95 11 10 
224 227 229 233 15 | 161 45 137 118 24 219 312: 303 213 252 
236 239 244 246 16 16 160 35 37 57 | 2537 6 3 27 270 
17 | 196 8 194 62 3071253 % 


| 


3 Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 


Reste 
Primitive Wurzeln N. 0 4 Q g A | 5 6 
313 | 248 2350 251 253 ı8 | 210 222 29 290 83 | 204 162 
254 258 2366 267 19 ı 225 59 277 266 156 | 308 263 
268 272 276 279 20 | 174 175 185 285 33 17 170 
282 285 292 293 21 97 31 310 283 13 | 130 48 
ı 296 298 299 303 22 ı 171 145 198 102 81 | 184 275 


23 | 295 133 78 154 288 63 4 


24 | 249 299 173 165 85 | 224 49 
25 | 155 298 163 65 24 | 240 209 
26 99 51 197 92 294 | 123 291 
27 39 77 144 188 2 20 200 
28 | 243 239 199 112 181 245 259 
29 | 238 189 12 120 261 106 121 


30 | 255 46 147 218 302 | 203 152 
31 7294 1 


2 4 s 16 32 64 

73 146 292 267 217 | 117 234 
257 197 77 154 308 | 299 281 
294 | 271 225 
113 226 135 270 223 | 129 258 
7 14 28 56 112 | 224 131 


317 358: 3 
ww ou 
22 27 29 30 32 33 
35 4 45 46 47 48 
so 52 55 56 62 68 
71.727475 7 
78 80 854 86 88 9 
93 97 98 102 106 107 

108 109 111 115 116 117 


vv 


194 71 142 284 251 | J85 53 
214 111 222 127 254 | 191 65 
118 119 120 122 125 126 156 | 312 307 
‚ 127 128 129 130 132 133 157 314 311 305 293 | 269 221 
134 137 139 140 143 146 | 10 49 98 196 75 150 | 300 283 
147 151 153 154 155 158 | 11 90 180 43 86 172 2754 
159, 162 163 164 166 170 m 
171 174 177 178 180 183 | 12 | 230 143 286 255 193 69 138 
184 185 187 188 189 190 | 13 | 306 295 273 229 141 282 247 
191 192 195 197 198 199 | 14 | 148 296 275 233 149 | 298 279 
200 201 202 206 208 209 | 15 26 52 104 208 99 | 198 79 
210 211 215 219 220 224 | 16 | 313 309 301 285 253 | 189 61 
226 229 231 233 237 239 | 17 25 50 100 200 83 | 166 15 
241 242 243 245 246. 248 
249 255 261 262 265 267 | 18 | 240 163 .„ 18 3% 72 144 
269 270 271 272 276 282 | 19 85 170 23 4 92 | 184 51 
284 285 287 288 290 295 ı 20 ! 182 47 94 188 59 ! 118 236 
296 297 298 299 300 303 | 21 | 289 261 205 93 186 »5 110 
304 305 309 312 314 315 | 22 | 1755 33 66 132 264 | 211 105 
23 95 190 63 126 252 | 187 57 


je 
eo) 


| | | EEE 
| 77 = 
7 
55 237 179 
16880 
13598 4 
167 105 111 
246 269 186 
| 1087 244 
177 %5 172 
212 242 229 | 
93 304 225 
122 281 306 
s6 234 149 
271 206 182 
128 256 195 
151 302 287 
245 175 29 
133 266 215 
199 81 162 
262 207 97 
106 212 107 
130 260 203 
297 277 237 
125 250 183 
249 181 
108 216 115 
276 235 153 
17737 74 
241 165 13 
158 316: 315 
122 244 171 
3060 120 
288 259 261 
102 204 91 
155 310 303 
220 123 246 
210 103 206 
114 228 139 


78 3. Kulik, Tafel primitiver Wurzeln. 
| Reste 
Primitive Wurzeln N. 0 1 2 3 A 5 6 - 8 9 
317 2a | 239 161 5 10| 40 80 160 3 
25 6 12 Ma 48 9 | 192 67 134 268 219 
26 | ı2ı 242 167 17 34 | 68 136 272 227 137 
27 | 274 231 145 290 263 | 209 101 202 87 174 
| 1% 35 70 | 140 280 243 169 24 
| a2 168 19 38 | 76 152 304 291 
31 | 213 109 119 38 | 159 
331 0 3 9 297 8 | 67 272 154 
35 37. 0 4 ı | 131 62 186 227 19 | 57 171 182 215 314 
2 4 590 5 2 | 280 1738 203 278 172 | 185 224 10 30 9 
60.63 6 3 | 1as 13 8 M| 72 216 317 289 205 
60 3 9 4 | 281 190 239 55 165 | 164 161 152 15 44 
98 99 101 107 5 | 132 65 19 254 100 | 300 238 52 156 137 
129 134 135 136 
137 140. 147 148 | so 58 191 | 1R 
152 158 160 170 7 | 219 326 316 286 196 | 157 109 327 319 295 
| 175 182 190 192 si 7T a1 63 189 | 236 46 138 83 249 
201 204 208 209 9| 85 255 103 309 265 | 133 68 204 281 181 
210 2317 218 221 10 | 212 305 253 97 291 | 211 302 244 70 210 
| 222 227 228 237 11 | 299 235 43 129 56 | 168 173 188 233 37 
240 244 249 0 
254 255 260 „262 2 6 18 54 | 162 15 14 7 213 
| 273 277 278 285 13 | 308 262 1214 4 13 | 383 14 1 3 9 
| 286 288 292 295 | 297 2995 5 25| 13 39 17 60 
| 301 305 306 307 15 | 180 209 296 226 16 | 48 144 101 303 247 
310 311 312 314 16 | 79 237 49 147 110 | 330: 328 322 304 250 
1'317 322 325 326 17 | 88 264 130 59 177 | 200 269 145 104 312 
| 18 | 274 160 149 116 17 | 51 153 138 53 159 
19 | 146 107 321 301 241 | 61 183 218 323 307 
20 | 259 115 14 42 126 | 47 14 92 276 166 
| 21 | 167 170 179 206 287 | 199 266 136 77 231 
22 | 31 9 279 175 19% | 351 9 273 157 140 
ı 23 | 89 267 139 86 258 | 112 5 15 45 135 
m2 12 36 | 108 324 310 268 142 
285 193 82 | 76 228 22 66 
26 | 198 263 127 50 1501119 78 234 
27 | 10 29 87 31 121 | 32 96 288 202 275 
28 | 163 158 143 98 294 | 220 329 325 313 277 
29 | 169 176 197 260 118 | 23 69 207 290 208 


| 
| 
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Reste 
Primitive Wurzeln N. 0 5 6 - 
331 30 | 293 217 320 298 232 34 102 306 2356 106 


31 318 292 214 311 271 151 122 35 105 315 
32 | 283 187 230 28 84 | 252 94 282 i84 221 


33 1 
397 10. 15 19 20 0 10 100 326 227 | 248 121 199 305 17 
2 23 29 31 1 | 170 15 150 152 172 35 13 130 289 194 
33 34 4 45 2 1 255 191 225 228 258 | 221 188 195 265 291 
46 51 53 60 3 |] 214 118 169 5 50 | 163 282 124 229 268 
67 68 70 4 | 321 17 5 16 75 716 86 186 175 6 
1 73 80 8 > 1 313 97 296 264 281 | 114 129 279 94 2366 
89 90 9 
99 101 106 109 6 | 301 314 1097 59 2353| ı1 3 2350 14 62 
114 116 118 120 7 | 283 134 329 257 211 88 206 38 39 
124 130 132 134 8 | 256 201 325 217 148 | 132 309 57 233 308 
139 143 151 152 Y 47 133 319 157 222 | 198 295 2354 181 15 
154 160 161 166 10 | 239 31 310 67 333 | 297 274 4 108 19 
171 176 177 183 11 | 190 215 128 269 331 | 277 74 66 323 197 
185 186 194 198 
203 205 207 213 12 | 285 154 192 235 328 | 247 111 99 316 127 
217 219 221 223 13 | 259 231 288 184 155 | 202 335 317 137 2 
228 231 236 238 14 | 220 178 95 276 64 | 303 334 307 37 33 
244 247 248 250 15 | 330 267 311 77 96 | 286 164 292 224 218 
254 257 264 266 16 | 158 232 298 284 144 92 246 101 336: 327 
267 269 270 276 17 1 237 11 110 89 216 | 138 32 320 167 322 
277 284 286 291 
292 293 303 304 18 | 187 185 165 302 324 | 207 48 143 82 146 
306 308 314 315 19 | 112 109 79 116 149 | 142 72 46 123 219 
317 318 322 327 20 | 168 332 287 174 55 | 213 108 69 16 160 


21 252 161 262 261 251 151 162 272 24 240 
22 4 73, 56 223 208 8 2143 71 36 23 
23 | 230 278 84 166 312 87 196 275 54 203 


24 8 80 126 249 131 299 294 244 81 136 
25 12 120 189 205 28 | 280 104 29 290 204 
26 18 180 115 139 42 83 156 212 98 306 
27 27 270 4 40 63 | 293 234 318 147 122 
28 1 209 68 ‘6 60 263 | 271 14 140 52 18 
29 | 145 102 I .90 226 | 2383 21 210 78 106 


30 49 153 182 135 2 

31 242 61 273 34 3 30 300 304 770 
32 26 260 241 51 173 45 113 119 179 105 
33 39 53193 45 9 236 1 


| 
u 


5. Hulik, Tafel primitiver Wurzeln. 
Reste 
Primitive Wurzeln N. 0 4 2 2 4 5 6 7 8 9 
347 2 5 6 7 b) 0 2 4 8 16 32 64 128 2356 165 
ı 1 330 313 279 211 75 | 150 300 253 159 318 
1m 8 mu MB 2 | 289 231 115 230 113 | 226 105 210 73 146 
a2 7 1 8 3 | 292 237 127 254 161 | 322 297 247 147 294 
7 50 5 54 55 4 | 241 135 270 193 39 78 156 312 277 207 
5377 55 6062 6 5 67 134 268 189 31 62 124 248 149 298 
65 66 68 69 70 
2 6% 727 8 7 6 | 249 151 302 257 167 | 334 321 295 243 139 
0 4 868g 71278 209 71 142 184 | 21 9% 190 33 66 
92 9% 97 98 101 | 8 | 132 %64 181 15 30 | 60 120 240 133 266 
103 104 106 111 112 | 9 | 15 23 4 92 184 21 42 84 168 336 
11s 122 123 125. 128 | 10 | 325 303 2359 171 342 337 327 307 267 187 
134 135 139 141 142 | 11 27 54 108 216 85 | 170 340 333 319 291 
| 145 146 148 150 151 
| 153 155 162 163 164 | 12 | 235 123 246 145 290 | 233 119 238 129 258 
| 165 166 170 171 174 | 13 | 169 338 329 311 275 | 203 59 118 236 185 
175 178 179 180 186 14 250 153 306 265 183 19 383 76 152 304 
187 188 189 190 19 15 261 175 3 6 12 24 48 9 192 37 
193 195 198 200 203 16 74 148 296 245 143 256 225 103 206 65 
204 207 209 210 211 17 130 260 173 346: 345 343 339 331 315 283 
214 215 2316 217 218 
220 221 223 226 227 | 18 | 219 91 182 17 34 68 136 272 197 47 
228 230 231 232 233 | 19 34 18529 58 116 | 232 117 234 121 242 
234 237 238 239 240 20 137 274 201 55 110 220 93 186 23 50 
242 245 247 248 252 | 21 | 100 200 53 106 212 77 154 308 269 191 
253 254 257 258 260 | 22 35 70 140 280 213 79 158 316 285 223 
262 264 265 2366 272 | 23 99 198 49 98 196 5 9 10 13 % 
273 274 276 280 283 
286 288 291 294 295 24 2 104 208 69 138 276 205 63 126 252 
| 298 299 301 303 304 | 25 | 157 314 2381 215 83 | 166 332 317 287 227 
| 305 307 308 309 311 | 26 | 107 214 81 162 324 | 301 255 163 326 305 
312 313 314 316 317 | 27 | 263 179 1 2 44 ss 165 10 % 
318 320 322 331 333 | 28 40 50 160 320 293 |; 239 131 262 177 7 
334 335 336 337 338 | 29 14 28 56 112 224 | 101 202 57 114 228 
343 344 
30 ! 109 218 89 18 9 18 36 72 144 288 
31 | 229 111 222 97 194 41 82 164 328 309 
32, 271 195 43 86 172 | 344 341 335 323 299 
33 | 251 155 310 273 199 51 102 204 61 122 
34 | 244 141 2832 2317 87 1 
349 2 m» »= 0 2 4 s 16 32 64 128 256 163 
30° 32 33 34 1 | 326 303 257 165 330 | 311 273 197 45 9 
43 4 46 2 4 362 
54 5 59 3 45 9 192 35 70 | 140 280 2311 73 146 
. . na 4 | 292 235 121 242 135 | 270 191 33 66 132 
A 82 8489 5 1 264 179 9 18 36 72 144 288 227 105 


| 
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Reste 
Primitive Wurzeln N. 0 1 D) 3 4 5 6 7 > ) 
349 90 9% 97 99 6 | 210 71 142 284 219 391 7 1a 8 
105 107 112 113 7 56 112 224 99 198 41 9 18 27 54 
114 117 119 120 8 | 108 216 83 166 332 | 315 2381 213 77 154 
128 129 132 134 9 | 308 267 185 21 42 854 168 336 323 297 
137 138 140 141 10 | 245 141 282 215 831 162 324 299 249 149 
149 150 152 154 11 298 247 145 290 231 113 226 103 206 63 
156 159 161 165 
166 172 173 174 12 ! 126 252 155 310 271 193 37 74 148 296 
175 176 177 183 13 243 137 274 199 49 98 196 43 86 172 
184 188 190 193 14 | 344 339 329 309 269 | 189 29 58 116 232 
195 197 199 200 155 | 115 230 111 222 95 190 31 62 124 248 
208 209 211 212 16 | 147 294 239 129 258 | 167 334 319 289 229 
215 217 220. 221 17 | 109 218 87 174 348:| 347 345 341 333 317 
229 230 232 235 
236 237 242 244 18 285 221 93 186 23 46 92 184 19 38 
250 252 253 259 19 76 152 214 259 169 | 338 327 305 261 173 
260 265 267 275 20 I 346 343 337 325 301 | 253 157 314 279 209 
277 278 286 287 21 69 138 276 203 57 | 114 228 107 2314 79 
290 294 295 299 22 | 158 316 283 217 85 | 170 340 331 313 277 
303 306 307 309 23 | 205 61 122 244 139 | 278 207 65 130 260 
315 316. 317 319 
331 336 342 347 24 | 171 342 335 321 293 | 237 125 250 151 302 


25 | 255 161 322 295 241 | 133 266 183 17 34 
26 68 136 272 195 41 82 164 328 307 265 
27 181 13 26 52 104 | 208 67 134 268 187 
28 25 50 100 200 51 102 204. 59 118 236 
29 | 123 246 143 286 223 97 194 39 78 156 


30 | 312 275 201 53 106 | 212 75 150 300 251 
31 153 306 263 177 b) 10 20 40 80 160 
32 | 320 291 233 117 234 | 119 238 127 254 159 
33 | 318 287 225 101 202 > 110 220 91 182 
34 15 30 60 120 240 | 131 262 175 1 


3 9 27 8 | 243 23 69 207 268 
98 294 176 175 172 ! 163 136 55 165 142 
73 219 304 206 265 89 267 95 285 149 
140 67 201 | 250 44 132 43 129 
34 102 306 212 283 | 143 76 228 331 287 
155 112 336 302 200 | 247 35 105 315 239 


1337.90 8 
51 52 53 54 
9 
66 9 a 7. 
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4. 


Uber die geometrische Bedeutung der lineären 
Bedingungsgleichung zwischen den Coefficienten 
einer Gleichung zweiten Grades. 


(Vom Herrn 0. Hesse, Prof. an der Universität zu Königsberg in Pr.) 


W en u—( eine lineäre Gleichung ist, mit einer Variabeln, für 
welche das geometrische Bild bekanntlich ein Punct auf einer gegebenen ge- 
raden Linie ist, so wird dieser Puncet zu einem ganz bestimmten Punct, wenn 
zwischen den noch unbestimmt angenommenen Coöfficienten der Gleichung 8 — 0 
eine lineäre homogene Bedingungsgleichung Statt findet. Enthält die lineäre 
Gleichung «— 0 zwei Variabeln. so weifs man, dafs alle durch sie dargestellte 
serade Linien durch einen und denselben Punct gehen, wenn zwischen den 
Coeffiecienten in der Gleichung « —= 0 eine lineäre homogene Bedingungs- 
gleichung Statt findet. Eben so gehen alle Ebenen durch einen und denselben 
Punct, wenn die Coöffieienten in der Gleichung der Ebene einer homogenen 
Bedingungsgleichung genügen. 


Wenn @—0 die Gleichung einer Curve oder Oberfläche zweiten Grades 
bedeutet. und man setzt in derselben für die variabeln Coordinaten die Coor- 
dinaten eines bestimmten Punects, so erhält man eine lineäre Bedingungsgleichung 
zwischen den Coöfficienten der Gleichung ® —=0, welche ausdrückt, dafs alle 
Curven oder Oberflächen z—=0, welche der genannten Bedingungsgleichung 
genügen, durch einen und denselben Punct hindurchgehen. Diese Bedingungs- 
gleichung ist aber nicht allgemein, weil die Coöfficienten in ihr nicht von ein- 
ander unabhängig sind. Ich werde in Folgendem die geometrische Bedeutung 
einer allgemeinen lineären Bedingungsgleichung zwischen den Coöfficienten einer 
Gleichung zweiten Grades entwickeln. 


Eine quadratische Gleichung mit einer Unbekannten: 


deren Wurzeln «a, 5b sein sollen, stellt auf einer gegebenen geraden Linie 


2 
.. 
Li 
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zwei Puncte «, 5 mit den Abseissen a, db dar. Soll dieses Punctenpaar mit 
einem andern, auf gleiche Weise bezeichneten Punctenpaare «, 3 derselben 
geraden Linie harmonisch sein, so mufs der Gleichung 


ab — = 
genügt werden; oder, wenn man für «- d und ab ihre Werthe setzt, der 
Gleichung 
= (0. 
Diese Gleichung ist nun eine allgemeine lneäre zwischen den Coöfficienten 


der Gleichung « = 0, wenn man « und 5 unbestimmt läfst. Daraus ergiebt 
sich folgender Satz: 


„Alle Gleichungen zweiten Grades mit einer Variabeln, deren Coeffi- 
„eienten einer gegebenen lineären Bedinyungsgleichung genügen, sind 
„die analylischen Ausdrücke von Punctenpaaren auf einer und der- 
„selben geraden Linie, welche mit einem gegebenen Punctenpaare 
„hurmonisch sind. 


Jede drei solcher Punctenpaare bilden also eine Involution von 6 Puncten. 


2. 


Um die geometrische Bedeutung einer lineären Bedingungsgleichung 
zwischen den Coöfliecienten der Gleichung einer Curve oder Oberfläche zweiter 
Ordnung zu ermitteln, werde ich mich eines analylischen Satzes bedienen, des- 
sen Beweis ich voranschicke. 


Es sei v eine beliebige homogene Function zweiten Grades der n Va- 
riabeln ... und dann seien ®,, ©, ... die ersien und 
die zweiten partiellen Differentialquolienter dieser Function, nach den Variabeln 
genommen. Unter dieser Voraussetzung ist bekanntlich 


woraus ein ganzes System von z2 Gleichungen hervorgeht, wenn man für k 


die Zahlen 1, 2,... n setzt. Durch Auflösung dieses Systems lineärer 
Gleichungen nach den Variabeln erhält man Gleichungen von der Form 


in denen bekanntlich W,,;,—= FV;, ist, weil v,;,=v,, ist, und 4 die Determi- 


nante bedeulet, gebildei aus den n’ zweiten parliellen Differentialquolienten 
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von ©. Zwischen den Coöfficienten in den beiden angegebenen Systemen hat 
man die Relationen 
0 
A 


| 


7 

vr 
7 | 7 


welche sich wie folgt wiedergeben lassen: 


| 


Der Ausdruck v,.r, verschwindet, wenn man in seiner Ent- 
wickelung V statt der Producte 2,2,, 
setzt; und der Ausdruck v,x, nimmt den Werth 4 an. 


Wenn nun ww eine andere homogene Function zweiter Ordnung von 
denselben Variabeln ... X, ist und w,, ... die ersten par- 
tiellen Differentialquotienten dieser Function sind, so ergiebt sich aus der eben 
gemachten Bemerkung folgender Satz: 


„Der Ausdruck v,w, — v,w, verschwindet, wenn man in der Ent- 


„wickelung desselben V Va. ... statt der Producte x, 


3. 


. . . . 

Wenn n=3 und ah die Coordinaten eines variabeln Puncts be- 
3 3 

deuten, so sind 


die Gleichungen von irgend zwei Kegelschnitten und 
— 0 
ist die Gleichung jedes beliebigen Kegelschnitts, der durch die 4 Schnittpuncte 
der beiden ersteren hindurchgeht. Da nun durch 4 Puncte drei verschie- 
dene Linienpaare gelegt werden können, so werden sich drei Werthe von 4 
angeben lassen, für welche der Ausdruck © --1w in zwei lineäre Factoren 
zerfällt. In der Voraussetzung. dafs &,. x,. x, die Werthe der Variabeln 
bedeuten, für welche jeder der beiden Factoren verschwindet, oder, mit ande- 


ren Worten, wenn BL. 2 die Coordinaten der Schnittpuncte des den beiden 


3 #7 
Factoren entsprechenden Linienpaares sind, hat man die Gleichungen: 


| 
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aus welchen sich durch Elimination der Variabeln eine Gleichung dritten Grades 
in A ergiebt, deren Wurzeln 4, 4”, 4’ die oben bezeichneten Werthe von A in 
dem Ausdrucke v-+-Aw sind, für welche derselbe in lineäre Factoren zerfällt. 
Bezeichnet man die Coordinaten des Schnittpunets 1 des ersten dem Werthe 4 


entsprechenden Linienpaares durch — ER die Coordinaten des Schnitipuncts 2 


des zweiten dem Werthe 4” entsprechenden Linienpaares durch — elc.; 
ferner durch v;, wi; die Ausdrücke, in welche v,, ww, übergehen, wenn man 
x, elc. stalt 2, Selzt, so hat man folgende drei Systeme von 


Gleichungen: 


Aus diesen Gleichungen ergeben sich leicht folgende beiden Systeme 
von Gleichungen: 


Denn multiplieirt man das dritte System mit x), ©), x/ und addirt die Pro- 
ducte, so erhält man 
42% 42" w — 0. 
m m 


Eben so erhält man aus dem zweiten Systeme, wenn man mit , 
multiplieirt und addirt: 


Zieht man die eine von diesen Gleichungen von der ig ab und bemerkt. 


dafs identisch +2,07 = und eben so 


zw +2, is t, so erhält man die 
ersten Gleichungen aus den beiden zuletzt angegebenen Systemen. Diese bei- 
den Gleichungen drücken aus, dafs die Puncte 2 und 3 harmonische Pole 
des Kegelschnitts o — 0 und des Kegelschnitts w — 0 sind. Die beiden Systeme 
Gleichungen sagen demnach aus, dafs je zwei von den drei Puncten 1, 2, 3 
harmonische Pole sind; sowohl in Rücksicht auf den Kegelschnitt » — 0, wie 


in Rücksicht auf den Kegelschnitt w — 0. 


| 
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Wenn je zwei von drei Puncten Aarmonische Pole eines gegebenen 
Kegelschnitts sind. so nennt man die drei Puncte en System harmonischer 
Pole des gegebenen Kegelschnitts. Die obige Untersuchung lehrt also. dafs 
sich, wenn zwei Kegelschnitie gegeben sind, immer drei Puncte finden lassen, 
welche ein System harmonischer Pole bilden; sowohl für den einen wie für 
den andern Kegelschnitt. Und man erhält diese drei Puncte als die Schnitt- 
puncte der drei Linienpaare, welche durch die 4 Schnittpuncte der beiden 
gegebenen Kegelschnitte hindurchgehen. 


Wenn man den Kegelschnitt vo —= 0 als gegeben betrachtet, und läfst 
den Kegelschnitt » == 0 variiren, so erhält man auf die angegebene Art alle 
möglichen Systeme harmonischer Pole des gegebenen Kegelschnitts. 


4. 


In dem ersten Systeme von Gleichungen, von welchem wir ausgingen, 
bedeutete eine Wurzel der cubischen Gleichung und ... %,, waren 
lineäre Functionen der Coordinaten eines der drei Puncte 1, 2, 3. Elimi- 
nirt man nun A aus je zwei von diesen drei Gleichungen, so erhält man fol- 
gende Gleichungen dreier Kegelschnitte: 


welche durch die drei Puncte 1. 2, 3 hindurchgehen. Es stellt also die 
Gleichung 


mit den willkürlichen Constanten d,, d,, d,,. jeden beliebigen Kegelschnitt dar, 
welcher durch die Puncte 1, 2, 3 hindurchgeht. Dieselbe Gleichung wird 
aber alle möglichen Kegelschnitte darstellen, welche durch irgend ein System 
harmonischer Pole des Kegelschnitts ® — 0 hindurchgehen, wenn man nicht 
allein d,. d,, d,. sondern auch die Coöfficienten in der Function ww variiren 
läfst. Der Ausdruck « hat nun nach dem in ($. 2.) bewiesenen Satze die 
Eigenschaft, zu verschwinden, wenn man in ihm statt 2,, . 
setzt. Wenn also 


u— + + + 2a, 0,0, + 24,03%, + =0 


die Gleichung eines Kegelschnitts ist, der durch irgend ein System harmoni- 
scher Pole des Kegelschnilis © —= 0 hindurchgeht,. so findet immer die Be- 
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dingungsgleichung 
+ NV + 4; + 24, V;; + 2a, = 0 
Statt. Sie ist eine allgemeine lineäre Bedingungsgleichung zwischen den 


Coöfficienten in der Gleichung eines Kegelschnitts ® — 0. Es läfst sich 
also sagen: 


„Wenn zwischen den Coefficienten der Gleichung eines Kegelschnitts 
„eine lineire Bedingungsgleichung Statt findet, so geht der Kegel- 
„schnitt immer durch ein System harmonischer Pole eines andern 
„durch die Bedinyungsgleichung bestimmten Kegelschnitts hindurch. 


Es bleibt noch übrig, anzugeben, wie durch die lineäre Bedingungs- 
gleichung die Gleichung ® — 0 des Kegelschnitts zu bestimmen sei, der ein 
System harmonischer Pole hat, durch welche der Kegelschnitt # — 0 hindurch- 
geht. Man sieht leicht, wenn man in der Bedingungsgleichung 
eines Kegelschnitts übergeht, dessen reciproke Polare (in Rücksicht auf 
=0), zur Gleichung hat. 


Als eine unmittelbare Folge aus dem Satze, dafs sich durch zwei 


Systeme harmonischer Pole eines gegebenen Kegelschnitts wieder ein Kegel- 
schnitt hindurchlegen läfst (S. Bd. 20. S. 292), ergiebt sich folgender Satz: 


„Wenn ein Kegelschnitt durch ein System harmonischer Pole eines 
„gegebenen Kegelschnittes hindurchgeht, so hat er auf seiner Peri- 
„pherie unendlich viele Systeme harmonischer Pole des gegebenen 
„Kegelschnitts.” 


9. 


Wenn n —4 ist und die Coordinaten eines variabeln 
4 4 


Punctes bedeuten, so sind 
w — 0 
die Gleichungen von irgend zwei Oberflächen zweiter Ordnung und 
— 0 
ist die Gleichung jeder beliebigen Oberfläche zweiter Ordnung, welche durch 
die Schnitteurve der genannten beiden Oberflächen hindurchgeht. Unter diesen 


- 
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Oberflächen giebt es auch Kegel. In der Voraussetzung, dafs 4 der dem 

Kegel entsprechende Werth dieser Conslante ist und —, =, = die Coordi- 
4 

naten der Spitze des Kegels bedeuten, hat man die Gleichungen 


0, 
0, 


0; 


aus welchen sich durch Elimination der Variabeln eine Gleichung vierten 
Grades in A ergiebt, deren Wurzeln eben den Kegeln entsprechen. Man 
findet auf diese Weise 4 Kegel zweiter Ordnung, welche durch die Schnitt- 
curve zweier Oberflächen zweiter Ordnung hindurchgehen; und die Spitzen 
von je zweien dieser Kegel sind harmonische Pole; sowohl für die eine Ober- 
lläche. wie für die andere. Der Beweis dieser Behauptung läfst sich leicht 
auf dem in ($. 3.) angegebenen Wege geben. 


Man nennt ein System harmonischer Pole einer Oberfläche zweiter 
Ordnung 4 Puncte, von denen je zwei harmonische Pole der Oberfläche 
sind. Demnach bilden die Spitzen 1, 2, 3, 4 der 4 Kegel ein System har- 
monischer Pole, sowohl in Rücksicht auf die eine Oberfläche, wie in Rück- 
sicht auf die andere; was schon Poncelet bewiesen hat. 


Wenn man die Oberfläche v—0 als gegeben betrachtet, und man läfst 
die Oberfläche «== 0 variiren, so erhält man, indem man immer die Spitzen 
der 4 Kegel bestimmt, alle möglichen Systeme harmonischer Pole der gege- 
benen Oberfläche. 


6. 


Wenn man aus je zwei der zuletzt angegebenen Gleichungen 4 eli- 
minirt, so erhält man 6 Gleichungen von Oberflächen zweiter Ordnung, von 
denen jede durch die Spitzen 1, 2, 3, 4 der vier Kegel hindurchgeht. Die 
aus diesen Gleichungen zusammengeselzte Gleichung 


+ (u, — ur) + — vun) bu — 0, 


mit den willkürlichen Constanten b, stellt also jede beliebige Oberfläche zwei- 
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ter Ordnung dar, welche durch die genannten 4 Puncte hindurchgeht. Diese 
Gleichung u — 0 wird aber alle möglichen Oberflächen zweiter Ordnung um- 
fassen. welche durch irgend ein System harmonischer Pole der gegebenen 
Oberfläche »— 0 hindurchgehen, wenn man sowohl die Constanten 5, als die 
Coöfficienten in der Function ww variiren läfst. Der Ausdruck # verschwindet 


nun nach ($.2.), wenn man in ihm ele. statt ... setzt. 
Wenn also 


die Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung ist, welche durch irgend ein 
System harmonischer Pole der gegebenen Oberfläche vo — O hindurchgeht, so 


findet immer die Gleichung 


7 a7 r 17 y 
+ NV. -- 43V; + + 2a, 12 2a, 2a, V >; 
+ 2a, 20,V, = 0 


Statt. Da dieses eine allgemeine lineäre Bedingungsgleichung zwischen den 
Coöfficienten der Gleichung einer Oberfläche zweiter Ordnung « —=0 ist, so 
läfst sich Folgendes sagen: 


„Wenn zwischen den Coefficienten der Gleichung einer Oberfläche 
„zweiter Ordnung eine lineäre Bedingungsgleichung Statt findet, so 
„geht die Oberfläche durch ein System harmonischer Pole einer un- 
„dern durch die Bedingungsgleichung bestimmten Oberfläche zireiter 
„Ordnung hindurch.” 


Um die Gleichung der zweiten Oberfläche zu bestimmen, welche ein 
System harmonischer Pole darbietet. durch welche die Oberfläche # — 0 hin- 
durchgeht, setze ich in der Bedingungsgleichung statt @,,, 4, ... die Producte 
Wodurch dieselbe in die Gleichung einer Oberfläche zweiter 
Ordnung übergeht, deren reciproke Polare (in Rücksicht auf - 
—0) die Gleichung der gesuchten Oberfläche ist. 


Mit Hülfe des Satzes: dafs sich zwei Systeme harmonischer Pole einer 
und derselben Oberfläche zweiter Ordnung als die Schniltpuncte von drei Ober- 
Nlächen zweiter Ordnung betrachten lassen (S. Bd. 20. S. 296), wird leicht 


Folgendes bewiesen: 
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„Wenn eine Oberfläche zweiter Ordnung durch ein System harmo- 
„nischer Pole einer gegebenen Oberfläche zweiter Ordnung hindurch- 


„geht, so liegen auf ihr unendlich viele Systeme harmonischer Pole 
„der gegebenen Oberfläche. 


Ich will noch bemerken, dafs jeder beliebige Punct der Oberfläche, 
welche die angegebene Eigenschaft hat, sich als ein Punct aus einem Systeme 


harmonischer Pole der gegebenen Oberfläche betrachten läfst, welche auf der 
ersteren Oberfläche liegen. 


Königsberg im Januar 1852. 


2 
> 
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— 
7 
[3 
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Eine Lösung der Malfattischen Aufgabe. 
(Von dem Herrn Prof. Dr. Schellbach zu Berlin. ) 


Ma bezeichne die Seiten des gegebenen Dreiecks durch «a, b, e 
und nenne die halbe Summe derselben s, bestimme dann drei Winkel y, x, w, 
deren halbe Summe o sein mag, durch die Gleichungen 


a—ssin’p; ssin’y; ce —=ssin’ y. 
Dann finden sich die Entfernungen =, y, & der Berührungspuncte der drei 
sesuchten Kreise von den ihnen anliegenden Ecken A, B, Ü des gegebenen 
Dreiecks durch die Gleichungen 
—ssin (0 —Y); y=ssin’(6— x); —=ssin (s—ı). 

Von der Richtigkeit dieser Lösung überzeugt man sich leicht auf fol- 
sende Weise. In (Taf. II.) mögen AK und Z die Mittelpuncte der beiden Kreise 
sein. welche beide die Seite BÜ —a« des gegebenen Dreiecks in den Puncten 
H und M berühren, so dafs also BM—y und CH=z ist. Bezeichnet 


man nun die Winkel A, B, C des Dreiecks, entsprechend, durch «&, ß, 7; 
so sind 


LM — ytang4? und KH = ztang4y 
die Halbmesser dieser Kreise. Da nun 
KL = ytang}--ztang}y und HM a—y—z 


ist, so ist 


(ytang4 = (a—y— 2)’ -+(ztang4y— ytang}ß) 


oder 
y+2+2y(yztang4 Ptang}y) d. 
Es ist aber 
as — (s—a)(s—b 
also 


tang4 Atang4y — 1 


| a 
- 


5. Schellbach, eine Lüsung der Malfattischen Aufgabe. 


Setzt man folglich 


— cos’y, also = ssiny, 


so verwandelt sich die obige Gleichung in 
= ssin’g, 

und solcher Gleichungen erhält man noch zwei, nämlich 
= ssin’y, 
ssin'y. 

Die Lösung dieser drei Gleichungen gelingt auf die Weise. dafs man 
sich in einem Kreise, dessen Durchmesser 1 ist, ein Dreieck mit den Winkeln 

vorstellt. dessen Seiten also 
sin(0—%)., sin(o— sin 
sind. Dieses Dreieck giebt die identische Gleichung 
sin’ (6 —y) + sin’ (9— w) +2 sin (0 — y)sin (0 — w)cosy — sin’ g. 
Solcher Gleichungen erhält man noch zwei für sin’y und sin’w, und die drei 


Gleichungen führen unmittelbar zu der gegebenen Lösung der Aufgabe. 


Die Construction der Berührungspuncte der gesuchten Kreise mit den 
Seiten des Dreiecks ist hiernach so auszuführen, dafs man über CF —=s einen 
Halbkreis beschreibt, auf der Seite BC —=a die Seiten e= ÜD und B— CE 
abträgt und in der Peripherie des Halbkreises die Puncte D’, E’, B’ senk- 
recht über D, E, B bestimmt, wodurch man die Bogen 


CB’ —= 2, CH CD' — 
erhält. Macht man dann B’@ = D'E' und halbirt den Bogen in 


so trifft das Loth ZH den Berührungspunct H des Kreises K und der Seite 


BC. Eben so leicht ergeben sich mit Hülfe der Puncte D’, £, B’ die Gröfsen 
von und y. 


Berlin im September 1852. 


| 
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6. 


Über die Eigenschaften der lineären Substitutionen, 
durch welche eine homogene ganze Function zweiten 
Grades, welche nur die Quadrate von vier Variabeln 
enthält, in eine Funetion von derselben Form 
transformirt wird. 


(Von dem Herrn O0. Hesse, Professor an der Universität zu Königsberg in Pr. ) 


Wi wollen annehmen. die Coöflicienten « in den Jlineären Sub- 
stitutionen 
4,2, +0, 2,4 a 2,449 x,, 
— u 2,409 x,, 
+0, +a® r, 


— 


seien so bestimmt, dafs 


Differentiirt man dieser Annahme gemäfs die letzte Gleichung nach einander 
nach den unabhängigen Variabeln z,. indem man die Gröfsen y 
als Functionen von den Variabeln x betrachtet. wie sie durch die Substitu- 
tionen gegeben sind, so erhält man: 


a, a,b, Y; a,b,y:; 
a bıyı-- a3 a,b,y;; 

Diese Gleichungen sind als die Auflösungen der Gleichung (1.) nach 
den Variabeln « zu beirachten und können als solche die Stelle der Gleichungen 
(1.) vertreten. Wenn man nun u,2,— Y,, a,0,— Y;; 
b,y,=Ä, setzt, so gehen diese Glei- 
chungen in die Substitutionen 


3.) 


(4.) 
= PX, +uPX, PX, X, 
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über, in welchen die horizontalen Reihen der Coefficienten den entsprechenden 


verlicalen Reihen der Coöfficienten in (1.) gleich sind. Die Gleichung (2.) 
geht über in: 
a; b, 2 3 4 
Hierdurch ist, wenn man die Zahlen A 2, 3, 4 durch % bezeichnet, folgender 
Lehrsatz bewiesen. 
Lehrsatz 1. 
Wenn die Substitutionen y;,— a, 2, a, 2, -- al” x, den Aus- 
druck in a0 4023 -- 4,05 + a,x, verwandeln, 


so transformiren die Substitutionen Y,— a) +a --a "X, ta” X 
den Ausdruck 


2 7 1 1 1 1 1 
a, 1y: a, a, 2 ın b, X; T b, b, Ä; b, X, . 


Ich führe diesen auf der Hand liegenden Satz, der auch für eine be- | 


liebige Zahl von Variabeln gilt, an, um nun aus ihm neue Sätze abzuleiten, 
welche nur bei vier Variabeln Statt finden. 


Da die horizontalen Reihen der Coäfficienten in den Gleichungen (4.) 
den entsprechenden variabeln Reihen in den Gleichungen (1.) gleich sind, so 
wird auch bei den Auflösungen der beiden Systeme Gleichungen das Nemliche 
Statt finden. Es ergeben sich daher N Bu; der Gleichungen (4.): 


1 1» 
N 1 3 

= 1 274 Yıtai a, Y,; 


welche Gleichungen man auch aus (5.) durch RER eben so wie die 
Gleichungen (3.) und (2.), ableiten kann. Setzt man die Werthe von y,. y,... 
aus (1.) in (3.), so ergeben sich, durch Gleichstellung der Coöfficienten gleicher 
Variabeln auf beiden Seiten der Gleichungen, folgende Ausdrücke: 


0 —baa ba ai -+b,a; a b,a;, a}, 


| 
| 
» 


H 
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und auf gleiche Weise aus (4. und 6.) 


1 1 1 1 

(8 ) bi a, a, 
1 N 


a, 


Wir wollen nun lee: was die SEE 


| 


1 1 1 


1 1 


geben. 
Zu diesem Ende werde bemerkt, dafs von den Bedingungsgleichun- 


sen — db, a}, welche erfüllt werden müssen, 
wenn in dem durch die Substitutionen (1.) zu transformirenden Ausdrucke 
die Producte der Variabeln verschwinden 


sollen, die eine in die andere übergeht, wenn man —- und —- stalt a) 


und «,, und zugleich b,a,a) af” statt db, setzt. Von den Bedingungsglei- 


1 1 1 1 
chungen 0 —= a, a), aa --— a) a‘ — a” welche werden 
1 a a, 


.n wenn in dem durch (4.) zu transformirenden Ausdrucke — ee — Y; 
a, 


Y; die Producte der Variabeln X,. ... wegfallen, 


a, 


1 1 
ferner die eine in die andere über, wenn man —- und — stalt a’, und «‘ 


Au Au 


1 
und zugleich stalt = selzt. 


Bir folgt, wenn man der Kürze wegen 
(11) A, = 4 
setzt. dafs durch die Substitutionen (9. und 10.) die Ausdrücke 
(12) 5,A,yı-b 4,y3- b,a,y;; 


A 2 2 
13) En 


in solche transformirt werden, die nur die Quadrate der neuen Variabeln 


enthalten. 
Nimmt man an, der Ausdruck (12.) gehe durch die Substitutionen (9.) 
in folgenden 


(14) c0,4,2 
13 * 


x 

2 

| 
- | 
| 
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über. so mufs nach dem aufgestellten Lehrsatze der Ausdruck 


durch die Substitulionen (10.) in 
1 


übergehen. 


Wir haben nun zwei verschiedene Functionen der Variabeln Y,, Y;,.... 
welche nur die Quadrate der Variabeln enthalten, nämlich (13. und 15). welche 
beide durch die Substitutionen (16.) in solche Functionen der Variabeln 
A,. A,, ... übergehen, die nur die Quadrate dieser letzteren Variabeln ent- 
halten. Die Zahl der Bedingungsgleichungen, welche zu erfüllen sind, wenn 
dieses zutrellen soll, ist für jede dieser Funclionen sechs. Nimmt man nun 
die Coölfieienten in den Substitutionen als gegeben an, betrachtet dagegen 
die 4 Coöfficienten in den Functionen (13. und 15.) in den erwähnten Be- 
dingungsgleichungen als die gesuchten Gröfsen, so hat man dieselben lineären 
Gleichungen zur Bestimmung der Werihe der 4 Coöfficienten für die eine, 
wie für die andere Funetion. Hieraus ist ersichtlich, dafs die entsprechenden 
Coöfficienten in den beiden Functionen nur durch einen Factor M von ein- 
ander verschieden sein können. Es ist daher 


«a 4, 
Selzt man diese Werthe von 6, A,, &A,. ... in (14.), so erhält man den 
Ausdruck 


a 2 
in welchen der Ausdruck (12.) durch die Substitutionen (9.) übergeht. 


Der Ausdruck (13.) geht demnach, mit Rücksicht auf den oben an- 
gegebenen Lehrsatz, durch die Substitutionen (10.) in 


über. Diese Bemerkungen vereinigen sich in dem ei Lehrsatze. 


Lehrsatz 2. 


Wenn die Suhstitutionen a) aa, den Aus- 


druck by +b,y; in 4,2; --a,x; verwandeln, 
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so transformiren die 


den Ausdruck b, A, b, A, --b,A,y; 
und die Substitutionen A,-+ A, — A, 4; trans- 


A' 
formiren den Ausdruck —— Y-+ 


1 2 1 2 1 2 2 


Ich füge noch hinzu, dafs die Werthe der Gröfsen A in (11.) gegeben 
sind und dafs der Factor M durch die Gleichung 


4,5, b, A, 
a0) 
bestimmt wird, welche man durch Vergleichung von (12. und 17.) erhält. 
Andere merkwürdige Relationen, die sich aus dem angeführten Lehrsatze ohne 
Schwierigkeit ableiten lassen, übergehe ich, weil sie Formeln geben würden, 
die in der folgenden Untersuchung keine Anwendung finden. 
Es sei 


eine homogene Function zweiten Grades, in welcher die Quadrate der Va- 
riabeln fehlen, und welche die Eigenschaft hat, dafs sie durch die Substitu- 
tionen (1.), vermöge welcher die identische Gleichung (2.) Statt findet, 


in 
eine Function der Variabeln &,, &3,... von derselben Form übergeht, nämlich in 
In dieser Voraussetzung hat man 
k 
(22.) bi aa as) + b,(ala ai a3) + 
+b,(a5a3-- a; - 4 ala ai) - 4 -1- 
ad a 
0— 4 la) — au, 
4 


\ 


An 
. 
| ım 
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Dividirt man die das Product y,y,y,y, und setzt 
hierauf y,, Ya, y, statt 
Wir wollen nun untersuchen, in welche Function diese Function übergeht, 

wenn man in derselben die Substitutionen (9.) macht. 
Es ist leicht zu sehen, dafs in der durch (9.) transformirten Function & 
die Quadrate der Variabeln x,. 2%, ... vermöge der Gleichungen (21.) weg- 


fallen. Die transformirte Function & hat mithin die nemliche Form wie die 


„ so erhält man die neue Function 


Function selber, nämlich: 
und die Coöfficienten A die 


1 1 1 
1 1 1 
| 


Diese Coöfficienten A lassen sich durch die Coöfficienten « der transformirten 
Function F' sehr einfach ausdrücken. Um dazu zu gelangen, dienen folgende 
Betrachtungen. 

Die in (20.) angegebene Function #, welche durch die Snbstitutionen 
(1.) in die in (21.) angegebene Function übergeht, läfst sich als eine Func- 
tion der Variabeln y,, Ya, .. oder als eine Function der Variabeln ... 
betrachten. indem die ersteren Variabeln als Funetionen der zweiten durch 
die Substitulionen (1.) gegeben sind, oder die zweiten Variabeln als Functionen 
der ersteren durch die Gleichungen (3.). Differentiirt man die Function F 
unter der letzteren Annahme nach den unabhängigen Variabeln y,. y:, ..., 


so ergiebt sich 


b,oy, a, 08 a,ox, | 
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Setzt man in diesen Gleichungen für die partiellen Differentialquotienten ihre 

Werthe, und „= zugleich mit den ent- 

Werthen der Variabeln. = = —=0, r,— 1, so erhält man 


4 


b, 

4 a a,,c, 
(b,,a a-- b;; + 4) = a, a, a; 

1 2 3 


man diese Gleichungen der Reihe nach mit a}, a}, «a, 
so lassen sich die Theile derselben links durch Hülfe der Gleichungen (22.) 
und die Theile rechts mit Hülfe der Gleichungen (23.) auf die Weise um- 


formen, dafs 


1 


3 
„a a, 
a,a, a,a, 


a a“ 3 
a, 


1 
(0% + bad; — 
2 


1 


3 “ 


3 
‚a, a, + 4 4,,0,a, 
a,a, a,4, 


1 


_ Nultiplicirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit 


4 4 4 4 

b, b,a: b, b,a; b, b,a} b, b,a; 

a,a;a, A A a,a,a, A a, a,a; A 


so erhält man 


a; - a‘ 4A' a,a, 
4 ‘ 3 
a,d, a,d, 


4 “ 3 


4 
1 2 a a, a, a, a; 
+b 1 b 1 b,a,a; a,,0, a, 
A: 

2 3 a, a; a, a, 

. . . 1 1 
Multiplieirt man endlich diese Gleichungen der Reihe nach mit 75 

1 2 


1 
„ und addirt die Producte, so giebt die Summe der Glieder links gerade 


a 


OR | 
7 
Po. 
a, 
9 
3 
3 
2), 
1 
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Dividirt man die Function F' durch das Product y,y,y,y, und setzt 
hierauf y,, Ya, Statt — „ so erhält man die neue Function 
2 3 4 
Wir wollen nun untersuchen, in welche Function diese Function übergeht, 

wenn man in derselben die Substitutionen (9.) macht. 

Es ist leicht zu sehen. dafs in der durch (9.) transformirten Function & 
die Quadrate der Variabeln x,, 2;, ... vermöge der Gleichungen (21.) weg- 
fallen. Die transformirte Function & hat mithin die nemliche Form wie die 
Function & selber, nämlich: 


und die Coöffiecienten A en die Werthe 


1 
12 a? 16 a! a; rb a: a: 


Ä 1 1 
| a,a, ' 


Diese Coöfficienten A lassen sich durch die Goefficienten «@ der transformirten 
Function F' sehr einfach ausdrücken. Um dazu zu gelangen, dienen folgende 
Betrachtungen. 

Die in (20.) angegebene Function #', welche durch die Snbstitutionen 
(1.) in die in (21.) angegebene Function übergeht, läfst sich als eine Func- 
tion der Variabeln y,, oder als eine Function der Variabeln &,, 
betrachten. indem die ersteren Variabeln als Funetionen der zweiten durch 
die Substitulionen (1.) gegeben sind, oder die zweiten Variabeln als Functionen 
der ersteren durch die Gleichungen (3.). Differentiirt man die Function F 
unter der letzteren Annahme nach den unabhängigen Variabeln y,, Y:, .... 


so ergiebt sich 


oF 


3 4 
a, 
b, a, oX, a, OX, a, dr, u, 
1 BE 
b, oy. a, a, OL, a, or, 
1 
b, 
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Setzt man in diesen Gleichungen für die partiellen Differentialquotienten ihre 
Werthe, und „= «a, „—=4@, zugleich mit den ent- 
sprechenden der Variabeln, &, = = 2, —=0, 1, so erhält man 


(b b b 7 — 43 
1 a,,« 
1 ad 
b..a b a* b a* 4 42 73 _| 43 
b, ( 31 933 34 4) a, 4 a, | 4, 
4 PR aa, 
| +2 43 #3 a, a, N a, 
| Multiplieirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit «;, @, &, 4‘. 
so lassen sich die Theile derselben links durch Hülfe der Gleichungen (22.) 
und die Theile rechts mit Hülfe der Gleichungen (23.) auf die Weise um- 
formen, dafs 
1 a,,.a a‘ 
34 43 24 23%, 3) fi a,a, + 4,0, 
1 
34; 144 13 4, 4; aa, + 
1 w , "a? 
24: 14, 4, 
1 a,,a, a, “a: 
b, a,a 


Multiplieirt man diese Gleichungen der Reihe nach mit 


4 a 
a: ata! A A ata:a! 
so erhält man 
4 
a, A' a,a, a,a, 
3 
ı 3 4 a,a; 
a‘ A am, ' au, 
a; A 


ae man endlich diese Gleichungen der Reihe nach mit 5 5; 


75’ „» und addirt die Producte, so giebt die Summe der Glieder links gerade 


3 4 


GAN 
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den Ausdruck, welcher vorhin mit A, bezeichnet wurde, während rechts die 
mit a, und @, multiplicirten Glieder wegen der Gleichungen (7.) wegfallen, 
so dafs sich 


A. — b, A, + 6,4, , 6,4, 
und nach (19.) 
a,a, a,a M 
\4ı: — und eben so 
A 4! aa,a,a, 


findet. Hierdurch ist folgender Lehrsatz bewiesen. 


Lehrsatz 3. 

Wenn die Substitutionen ax, + + den Aus- 
druck b,yı+ by;+b,y; -+ 4,05 --a,x, und über- 
dies dieselben Substitutionen den Ausdruck + + buyıYyı 

1-44 so transformiren die Substilutionen 


1 1 1 

M 


1 4 


— ist. 


Die beiden ersten Lehrsätze lassen sich geometrisch wie folgt deuten: 


Es seien 8 Puncte im Raume gegeben, in welchen sich drei Ober- 
flächen zweiter Ordnung schneiden. Betrachtet man irgend 4 von diesen 
Puncten als die Ecken eines Tetraöders und fället von den 4 andern | 
Puncten Perpendikel auf die Oberflächen des Tetraöders, so mögen sich } 
dieselben verhalten: 


wie für den ersten Punct. 
wie «:a,:4,:a, für den zweiten Punct, 
wie 1:@:a,:a, für den dritten Punct. 


wie a:at:a&:a für den vierten Punct. 


37 
| 
Ä 
| | 
. . . . . 
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Bestimmt man dann 4 neue Puncte, deren senkrechte Abstände von den 
Seitenflächen des Tetraöders sich 
wie a\:a:a):a; für den ersten Punct. 
wie a, für den zweiten Punct. 
wie a) :a3:a% für den dritten Punet, 
wie a, für den vierten Punct 
verhalten, so schneiden sich in diesen 4 Puncten und in den vier Ecken 
des Tetraöders auch drei Oberflächen zweiter Ordnung. 
Der zweite Lehrsatz giebt folgenden geometrischen Satz, unter den 
Voraussetzungen des eben genannten Salzes: 
Die 4 Puncte, deren senkrechte Abstände von den Seitenflächen des 


Tetraöders sich 


1 
wie — :—:—:—- für den ersten Punct, 
1 @, a; a, 
wie — :—r:-7:-r für den zweiten Punct, 
wie — :—:—:— für den dritten Punct. 
wie — :—:—:- für den vierten Punct 


verhalten, und die vier Ecken des Tetraöders, sind die Schnittpuncte von 


drei Oberflächen zweiter Ordnung. 
Auf den dritten Lehrsatz werde ich Gelegenheit haben bei meinen über 
die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung angestellten Untersuchungen 


zurückzukommen. 
Königsberg im April 1851. 
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Über die Reduction doppelter Integrale 
auf Quadraturen. 


(Von Herrn Dr. A. Winckler, Grofsherzoglich-Badischem Ingenieur zu Carlsruhe.) 


Nachdem Euler, Laplace u. A. die Werthe vieler, auf gewisse Grenzen 
ausgedehnten Integrale ermittelt hatten, deren Darstellung in geschlossener 
Form nur zwischen jenen Grenzen möglich ist, und welche sowohl durch ihre 
besondere Wichtigkeit, als durch das Eigenthümliche ihrer Herleitung weitere 
Forschungen zur Folge hatten, bildete sich nach und nach ein eigener Zweig 
der Integralgleichung, die Theorie der bestimmten Integrale, die jetzt für 
alle Theile der Analysis unentbehrlich ist. 

Diese Theorie beschäftigt sich zumeist nur mit den eenfachen Integralen 
(Quadraturen),. obgleich sie in eben so häufige als unvermeidliche Berührung 
mit den zweö- und mehrfachen Integralen kommt. 

Die Zahl der mehrfachen bestimmten Integrale, deren Werth vollständig 
ermittelt oder auf Quadraturen zurückgeführt wurde, insofern keine der ver- 
langten Integrationen unbestimmt oder zwischen andern als den gegebenen 
Grenzen sich ausführen läfst, ist bis jetzt verhältnifsmäfsig gering. 

Solche Integrale lassen sich zwar, auch wenn ihre Grenzen verän- 
derlich sind, auf eine Reihe von einander unabhängiger Quadraturen (mit con- 
stanten Grenzen) reduciren, aber meistens ohne Gewinn, weil durch die Um- 
gestaltung die Function unter dem Integralzeichen häufig verwickelter wird. 

Man erdachte daher andere Methoden der Transformation. Die wesent- 
lichsten derselben mögen hier, als zur Sache gehörig, kurz zusammengestellt 
werden. 

Die allgemeine Formel für die Transformation doppelter Integrale rührt 
von Euler her. Durch eine passende Wahl der Relationen zwischen den 
alten und neuen Veränderlichen sind zuweilen die beiden Integrationen, oder 
wenigstens eine derselben, unbestimmt ausführbar. 

Es seien nämlich x und y die Veränderlichen. weiche durch zwei 
andere # und v ersetzt werden sollen, so dafs 
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z —= y(u,v), y=6(u,v) 
ist. Dann ist 


Wie bekannt dehnte Jacob: diese Transformation auf nfache Integrale aus. 

Sie läfst sich, wie ebenfalls bekannt, auch geometrisch ableiten, indem 
man sich einen, durch die Integrations- Grenzen näher bestimmten ebenen 
Raum in Elemente gelegt vorstellt, welche von vier krummen Linien begrenzt 
sind, deren Gestalt durch die Functionen y und ® gegeben ist, während f die 
Dichtigkeit im Puncte x, y einer über jenen Raum verbreitet angenommenen 
Masse bedeutet. 

Die obige Gleichung giebt unmittelbar die üblichen allgemeinen Formeln 
für die Transformation doppelter Integrale. In specielleren Fällen ist ihr 
Nutzen von der Ermittlung einer Relation zwischen den alten und neuen Ver- 
änderlichen abhängig; welches ein integrables Differential giebt; aber selbst 
wenn eine solche Relation gefunden ist, bleiben noch die Grenzbedingungen 
zu berücksichtigen, welche sich nicht selten in demselben Maafse compliciren, 
wie der Ausdruck selbst, unter dem Integralzeichen, einfacher wird. 


2. 
Wenn man, statt eine der beiden Veränderlichen durch neue zu ersetzen. 
eine nach der andern eliminirt und 
p(%,Y) 
setzt, darauf z und & als unabhängig von y und nur y als Function von 2 
betrachtet, so ist 


Nre y)dedy — //fw. y) de. 


Setzt man ferner 


folglich 


y dy — —.dw, 
so ergiebt sich 


z,y)dedy — 1,6). dw dz; 


welche Gleichung sich übrigens auch aus der allgemeinen Formel unmittelbar 
finden läfst. 
14* 


- 
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Das Verfahren ist auch auf mehrfache Integrale anwendbar. Sind die 
Grenzbedingungen durch sogenannte Ungleichheiten gegeben, so ist es meistens 
nicht schwer, die Umwandlungen anzugeben. welche sie nach und nach erleiden. 
Die sehr wichtigen Anwendungen dieses Verfahrens sind bekannt. 


3. 

Nach eıner andern Methode ersetzt man einen Bestandtheil der Function 
unter dem Integralzeichen durch ein bestimmtes Integral, oder multiplicirt das 
mehrfache Integral mit einem bestimmten Integrale, welches für alle Werthe 
der darin vorkommenden Gröfsen der Einheit dasselbe ist. Dies ist auch 


für die Ausführung von Quadraturen ein sehr wirksames Mittel. Bezeichnet 
yt,r,v,...) eine Function. für welche 


ist, so ist # eine Function von x,y,... und man erhält 


Durch eine passende Wahl der Function % läfst sich das neue Integral. zumal 
wenn alle Grenzen constant sind. öfter leichter finden oder reduciren. als 
das gegebene. 

Von der Anwendung auf @Quadraturen nur das folgende Beispiel. 
Es sei A eine zwischen —1 und —1 liegende Constante und 


so ergiebt sich. wenn man erwägt. dafs 


log(kcos.r—+1) di 
cos.r tcosr +1 


ist. statt des einfachen ein doppeltes Integral. welches durch Umkehrung der 


Integrationsfolge in 
k a dr 
f 
0 


übergeht. Es findet sich also 


F log(kcos# cos.r yvi—t’) tang(] a). 


Setzt man hierin nach einander 47 und 7 statt a, so ergiebt sich 


| d.r 
/ log/kcosr — 1) ——, 
cos.r 
0 
| 
- 
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dr \2 
log (kcose — — (arscosk)‘). 

ds 

— naresink; 
log (kcosc ; 


woraus sich weitere Resultate ableiten lassen. 
4. 
Bezieht sich ein Doppel-Integral auf alle negativen und positiven Werthe 
von £ und y, welche der in Form der Ungleichheit 
a<0(2,y)<-b 
gegebenen Grenzbedingung entsprechen, so lassen sich daraus die Grenzen 


der beiden Integrationen ableiten. und man erhält 


Ste y)dxdy y)dy. 


a p(x,a) 


Nun läfst sich im Allgemeinen jedes Doppel-Integral immer in vier 
andere zerlegen, in welchen Null die untere Grenze ist und deren eines unter 
der ihnen gemeinschaftlichen Form 


= 
def f(z,y)dy 
0 


betrachtet werden möge. Wie früher bemerkt, lassen sich die Grenzen leicht 
in constante verwandeln. Setzt man nämlich 

y= 
und betrachtet y und x als gleichzeitig veränderliche, von x unabhängige 


Gröfsen, so ist 
dy — x(z)dz 
und 


5 


0 
wobei im Allgemeinen die Integrationsordnung willkürlich ist. Es lassen sich 


jedoch, wie bekannt, noch in anderer Weise dem Integrale constante Gren- 


zen geben. 
Auf Doppel-Integrale hat man auch noch folgendes Verfahren angewendet. 
Statt von dem Integrale 


in welchem, der Allgemeinheit unbeschadet, 1 statt & gesetzt ist, wollen wir 


von dem folgenden: 
1 
U def” f(z,y) 


| 
0 
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ausgehen. welches sich von dem erstern dadurch unterscheidet. dafs in z/z) 
noch eine Gröfse f angenommen wird. deren nähere Bestimmung vorbe- 


halten bleibt. 
Differentiirt man U nach f, so erhält man 


— / f T,Yy, dr z)).dr. 


dt 
Ist nun. wie man annehmen möge. 
0, 


und integrirt man wieder nach f, so ergiebt sich 
Ist ferner. wie weiter angenommen werden möge, 
== 
wem 


Das unbestimmte Integral U zwischen den Grenzen O und 1 genommen, giebt 


0, wenn 


also u, und es ist: 


| 


2 0 
Die hierbei vorausgesetzten Gleichungen 


== 9, z{l,2) = x{2) 


— 1 4 — 1” 
>. 


Die schönste und erfolgreichste aller Methoden rührt von Lejeune 
Dirichlet, meinem verehrten Lehrer, her. Sie beruht. wie eine der früheren, 
ebenfalls auf der Einführung eines Factors in Integralform, dessen Werth 
der Einheit gleich ist, bezweckt aber nicht sowohl eine Umgestaltung der zu 
integrirenden Function, als vielmehr die völlige Befreiung von den Grenzbe- 
dingungen. und die Herstellung der Grenzen O und © oder —x und 1x, 
zwischen welchen genommen die Werthe vieler Integrale bekannt sind. Dies 


| | | 

| 

3 

nındcen Stall, Z. B. iur 

# 
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wird durch die sinnreiche Anwendung einer Function erreicht, welche so 
lange —=1 bleibt, als noch die Veränderlichen x, y, 2%, ... den Grenzbe- 
dingungen entsprechen, und welche verschwindet, wenn dies nicht mehr der 
Fall ist, das Integral also keine weiteren Elemente mehr in sich aufnehmen 
soll. Diese Function, vermöge jener Eigenschaften eine descontinwrliche, 
kann verschiedene Formen haben. Die einfachste derselben wird durch das 


s(et)dt 


dargestellt, welches in der That so lange den Werth —1 behält, als « 
zwischen —1 und +1 liegt, und O wird, wenn « diese Grenzen überschreitet. 


Sind also die Grenzen eines mehrfachen Integrals 


durch die Ungleichheit 


Integral 


SEHE 
gegeben, werden aufserdem alle denselben entsprechenden, negativen und po- 
sitiven Werthe der Veränderlichen zugelassen, und erwägt man, dafs jene 
Ungleichheit in die folgende: 
Ka+b)— 4b — a) a) 
sich verwandeln läfst, so hat man 
20 — (a+b) 


h—a 


—1< <+1. 


Da man nun, nach Hinzufügung des oben gedachten Factors, die Integration 
über alle möglichen Werthe sich erstrecken lassen darf, so ist 


..)dadydz... 


Die hhliase Resultate, welche die Anwendung dieses Verfahrens bisher 
lieferte, müssen als bekannt vorausgeseizt werden. 


6. 

Man hat zur umfassendern Anwendung der Idee des discontinuirlichen 
Factors die Kourier'schen Integrale herbeigezogen, um noch über eine will- 
kürliche, aber stetig bleibende Function, welche jener Factor enthält, ver- 
fügen zu können. Hierdurch wird in manchen Fällen, aufser der Wegschaffung 
der Grenzbedingungen, indem man die willkürliche Function passend auswählt, 


10S 7. Winckler, über doppelte Integrale. 


noch eine Umgestaltung, resp. Vereinfachung des Ausdrucks unter dem Integral- 
zeichen erzielt, 


Nach der Theorie der Kourierschen Integrale ist nämlich 


2 
cos(tu) du f p(v)cos(uv) dv — y(t), wenn u <t<b, 


a 


— (0, wenn oder 
vermöge dieser Eigenschaften kann man die Grenzbedingungen wegschaffen, 
welche durch die Ungleichheiten 


gegeben sind. Setzt man nämlich #(x,y,%,...) an die Stelle von 7, so ist, 
vorausgesetzt, dafs das Integral, um dessen Ermittelung es sich handelt, auf 


alle negaliven und positiven Werthe der Veränderlichen sich erstrecken soll, 
welche der Grenzbedingung entsprechen: 


2 


du def dy... p(v) cos (ud) cos(uv). 


Hier ist y die stetige, sonst aber willkürliche Function. Diese Formel wird 
insbesondere dann von Nutzen sein, wenn in f(z,Yy,...) die Veränderlichen 
in derselben Verbindung mit einander stehen wie in #(,y,...),. so dafs sich 


durch die nähere Bestimmung von g der Bruch 


(6) 
möglichst vereinfachen läfst. Für g(v)—=1 erhält man die frühere Formel wieder. 
T. 


Dies sind die wesentlichsten der mir bekannten Methoden, welche zur 
Reduction mehrfacher Integrale benutzt wurden. Diejenigen, welche nur in 
einzelnen Fällen anwendbar sind und deren es mehrere giebt, mögen hier 
unberührt bleiben. 

Die Hüllsmittel der Integralrechnung, als einer noch so neuen Wissen- 
schaft, sind im Hinblicke auf die Reichhaltigkeit ihrer Probleme nicht sehr 
zahlreich. Es dürfen daher die Dienste nicht unbeachtet bleiben, welche undere 
Theile der Mathemalik gewähren, wenn sie entweder wesentlich neue Hülfs- 
mittel darbieten, oder doch schneller als der rein analytische Weg zum Ziele 
führen. Layranye sagt in seinen Vorlesungen (Seunces des ecoles normales, 
T. 4"): Tant que (algebre et la yeometrie ont ete separes, leurs progres 


| | 
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ont ele lents et leurs usage bornes; mars lorsque ces deu.r sciences se 
sont reunies, elles se sont prelces des forces mutuelles et ont marche 
ensemble d’un pas rapide vers la perfechon. 

Dies scheint in demselben Maafse auch von der Verbindung der Inte- 
gralrechnung mit der Geometrie zu gelten. Zwar benutzte man vielfach die 
erstere zur Lösung von Aufgaben der letztern, aber nicht eben so umfassend 
war das Umgekehrte der Fall. 

Zwar hält man bei der Darstellung rein mathematischer Diseiplinen 
nicht mit Unrecht darauf, dafs die Einmischung geometrischer Betrachtungen 
unterbleibe, aber es darf die Trennung nicht bis dahin gehen, wo es sich 
nicht sowohl um die Darstellung des Bekannten, als vielmehr um die Ermittlung 
von Neuem handelt. 

8. 

Der Nutzen und das eigenthümliche Interesse. welche der Gebrauch 
der Geometrie in der Theorie der bestimmten Integrale hat, sind übrigens 
schon in manchen Fällen erkannt worden. Man erinnere sich in dieser Be- 
ziehung nur an das sinnreiche Verfahren, durch welches Cauchy den Werth 


des Integrals 
"erde 


0 

fand; an den Erfolg, mit welchem sich Lame der sogenannten elliptischen 
Coordinaten bediente, und an in die interessanten Herleitungen, durch welche 
Catalan, Chasles, Lobatto und Terquem die Werthe mehrerer Doppel-Inte- 
grale fanden und insbesondere dasjenige auf Quadraturen reducirten, welches 
sich auf die Complanation des dreiaxigen Ellipsoids bezieht. Das geometrische 
Verfahren scheint also in der That nicht "nur fruchtbar, sondern auch von 
ausgezeichneten Analytikern als legitim erkannt zu sein. 


9. 

Zu dem oben angezogenen Beispiel möge noch die Bemerkung Platz 
finden, dafs ein Verfahren, welches von demjenigen etwas verschieden ist, 
durch welches Cauchy das oben angeführte Integral fand, zu einer bemerkens- 
werthen Darstellung desselben führt, wenn die obere Grenze nicht ©, sondern 
eine beliebige Gröfse 5 ist. 

Stellt man sich nämlich vor, es handle sich um die Ermittlung des 
Doppel - Integrals 
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ray — (erde), 


so stellt dies offenbar einen Theil des Volumens einer Rotationsfläche dar, 
dessen Basis ein Rechteck und deren dritte Ordinate 


e 


ist. Um dieses Volumen auf andere Art zu finden, lege man durch den An- 
langspunet der Coordinaten eine gerade Linie, welche mit der Axe der .x den 
Winkel « bildet. Dann entsteht, wenn man « um dw ändert und mit den 
Radien r und r--dr Kreisbogen beschreibt, ein Element des Sectors, dessen 
Inhalt — rdrdu ist; und da z&’-+y’—r’ ist, so wird das entsprechende 
prismatische Element durch 


—] 


‚rdrdu 


ausgedrückt. Wenn man also nach zwischen und 5 sec uw integrirt, so 
ergiebt sich für den körperlichen Sector: 


’Zsecu | 
du f ‚rdr ı du 1—e S’secu ). 


0 


Dieser Ausdruck, nach « zwischen O und } integrirt und doppelt genommen, 
sieht für das ganze Volumen 


sec u du. 


Daraus erhält man die Gleichung 


ı 


« 


0 
Führt man nun eine neue Veränderliche 7 statt « ein, für welche 


langu 


ist. so erhält man auch 


/ dt = — (4n— (/ ed) ). 
E 


Dieser Ausdruck, mit der bekannten Formel 


—t? 
+1 & 


0 
verglichen, führt zu der Relation 


2 £2 2 2 42 
sc +1 41 


Zerlegt man das Volumen in cylinderische Schichten, deren Axe mit der 


0 0 0 x 
i 
| 
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z Axe zusammenfällt, so erhält man 


0 & 


Diese Gleichung (freilich weniger einfach) lälst sich auch aus der zuerst ve- 
fundenen ableiten. 


10. 

Nach diesen Vorbemerkungen wende ich mich nun zur nähern Be- 
zeichnung des Problems, mit dessen Lösung sich die folgenden Artikel be- 
schäftigen werden. Dasselbe bezieht sich auf die Reduction der zwischen 
veränderlichen und constanten Grenzen genommenen Doppel- Integrale be- 
liebiger, nur nach ihrem Argument näher bestimmter Functionen auf einfache 
Integrale. Der Gegenstand findet sich bei Weitem nicht, besonders in den 
Lehrbüchern, mit eben der Ausführlichkeit bearbeitet. wie die Entwicklung 
einfacher Integrale. Es dürfte daher die Aufgabe nicht ganz undankbar sein. 

Die zur Lösung anzuwendenden Hülfsmittel entspringen aus der Mannig- 
faltigkeit der Arten, einen gegebenen Raum zu theilen oder in seine Elemente 
zu zerlegen. Das Verfahren wird sich aus der Anwendung auf die einzelnen 
Fälle erkennen lassen. 

Die Resultate, welche, soviel mir bekannt, fast insgesammt neu sind. 
lassen sich zwar auch auf rein analytischem Wege erlangen, aber nicht so 
einfach wie hier. Den Werlh einer Methode schätzt man gewöhnlich nach 
ihrem Nutzen in einzelnen Fällen. Hat nun auch in dem Folgenden, indem ein- 
zelne Fälle vollständig erledigt wurden, das Verfahren nicht überall denselben 
Erfolg, so ist doch nicht zu übersehen, dafs Ähnliches auch bei allen andern 
Methoden der Fall ist. Indessen wird sich zeigen, dafs es zur Entwickelung 
in Reihen sichere Anhaltpuncte für die Ermittlung der Grenzen der Quadra- 
turen giebt, aus welchen sich das Doppel- Integral zusammensetzen läfst. 


11. 
Wie bemerkt, lassen sich im Allgemeinen alle Doppel- Integrale in 


Ausdrücke von der Form 
Hr). 
da f(z,y)dy 


0 
zerlegen, wo x%(x) eine gegebene Function von x, oder constant ist. 


Ein Doppel- Integral läfst sich als den Ausdruck des Volumens eines 
Körpers betrachten, welcher von einer Oberfläche, deren Ordinaten —/(x,y) 
15 * 


= 
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sind, begrenzt wird und welcher eine Figur zur Basis hat, die von den Axen 

x und y, von der Ordinate 4(5) und von der Curve, deren Gleichung 
y=ı@) 

ist, begrenzt wird. 

Sowohl die Oberfläche (also die Function f(z,y)), als auch die Curve, 
resp. die Function z(x), nehme man hier, wo es zunächst nur auf die Er- 
mittlung im Allgemeinen gültiger Reductionsformeln ankommt, durchgehends als 
endlich und stetig an und, wo in Folge der Mehrförmigkeit dieser Functionen 
besondere Betrachtungen nölhig sind, auch als einförmig, so weit sich die 
Integration erstreckt, und überlasse das Übrige, wo diese Hypothesen nicht 
Statt finden, besondern Untersuchungen. Auch nehme man an, dafs für alle 
in dem Raume der Curve y==y(.r) liegenden Puncte die Function f(z,y) 
reell sei. 

Wenn die Function für Werthe von x und y, welche in den Umfang 
der Integration fallen, ihr Zeichen ändert, also die begrenzende krumme Ober- 
lläche die @y Ebene schneidet und ein Theil des Raums unterhalb dieser 
Ebene liegt, so sehe man ihn als einen negativen Theil des Volumens an, 
damit dasselbe als der vollständige Ausdruck des Doppel- Integrals betrachtet 
werden könne. 

12. 

Unter Beobachtung gewisser Regeln darf man, sowohl wenn y(z) ver- 
änderlich, als wenn es constant ist, die Aufeinanderfolge der Integrationen 
des bezeichneten Doppel-Integrals umkehren. Dies vor Allem soll gezeigt 
werden. 

Die Elemente des Raums (Taf. III. Fig. 1.), deren irgend eines 
— f(az,y)dxdy ist, lassen sich nämlich in Schichten, parallel sowohl mit der «2 
als mit der yz Ebene anordnen; und jeder solcher Anordnung entspricht eine 
andere Integrationsfolge. Wird zuerst nach y integrirt, so erhält man die 
Summe der auf unendlich schmalen, mit der Axe der y parallelen Rechtecken 
stehenden Räume. Integrirt man dagegen zuerst nach x, so entspricht dieser 
Ordnung eine Theilung der Basis in unendlich schmale Rechtecke parallel mit 
der x Axe und eine Zerlegung derselben in ein Rechteck und in ein von 
der gegebenen Curve begrenztes Dreieck. Die auf diesen beiden Figuren 
stehenden Räume werden also durch zwei Integrale dargestellt, bei welchen 
die Integralionsfolge die umgehrle der gegebenen und deren Summe dem Doppel- 
Integrale gleich ist. Diese Integrale sind 


> 
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Sf 


0 
Wenn man nun aus der Gleichung y=%(x) 


z=v(y) 
ableitet, so erhält man die folgende bemerkenswerthe Gleichung: 


20) 
Einige Beispiele mögen den en und die ine dieser Gleichung 
näher zeigen. 


13. 
1°. Es sei z(@)=n constant, so ergiebt sich 


S def ra,y)dy — 


welche Gleichung einen bekannten Satz ausspricht. 
2°. Es sei f(z,y) =1, so ergiebt sich unmittelbar 
0 


welches das Verfahren der sogenannten theilweisen Integration ist. 


3°. Für 
f(a,y) = =" F(y) 
findet man 
J def F(y)dy = F(y)dy — A 
und wenn m — 0 ist. 


2%) 
Die PER Berkäind: dieser Formel ist der Gegenstand einer Ab- 


handlung des Herrn Prof. Schlömslch, in welcher er dieselbe zuerst mittheilte. 
4°. Auf gleiche Weise findet man 


dy 


20) 
5°. Wir wollen noch des besondern Falles erwähnen, wenn die obere 


Grenze 4(x) so beschaffen ist, dafs 
= 


| 
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wird. Dann hat man 


da f(z,y)dy dy f(z,y)dr. 
0 0 w(y) 
Um auch hier ein Beispiel zu geben, selze man 
f(a,y) = E— 


und eliminire x durch eine neue Veränderliche /, für welche 


tw(y)+$ 
. t+ 1 ? 
v(y)—£ 
Da nun 
I\m-+n) 


ist. so erhält man die bemerkenswerthe Gleichung 


def Fiy I\m-+n) Fy)dy. 


Specieliirt man noch weiter und setzt 


ia) = viy) 
n—-n=i1 und O0<n<i1l, 


Yıay = 


Diese RR fand zuerst Abel. (S. dieses Journal I. Band.) 


folg! 


6°. Ebenfalls unter der Annahme 7(0)=0 setze man 
F(») 
iransformire unter der Voraussetzung —1<n<<-+1, wie oben durch die 
Gröfse # und bemerke. dafs 


— 4rtang(Ima) 
st, Dies giebt die a 


def — 4Intang! na f F(y)dy. 


f(z,y) 


Specialisirt man auch hier noch weiter und setzt 


2, ale vy)=y, 


i 
; 
-£ 
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so ergiebt sich 


0 


7°. Wenn in der allgemeinen Formel 7(x) so beschaffen ist, dafs 
= 


14. 

Wenn in den, für die Umkehrung der Integrationsfolge gefundenen Formeln 
nach einer der beiden Veränderlichen die Integration ausgeführt werden kann, 
so sind sie zugleich Aeductions- Formeln. Dies wird aber, im Allgemeinen, 
nur dann der Fall sein, wenn die Characteristik f der Function unter dem 
Integralzeichen näher bestimmt ist. Durch solche Bestimmung würde jedoch 
die Allgemeinheit, nach welcher hier vor Allem gestrebt wird, fast ganz ver- 
loren gehen. Ich habe deshalb in dem rolgenden einen Weg eingeschlagen, 
auf welchem die Reduction ohne Spezialisirung des Functionenzeichens, ja 
selbst für die volle Allgemeinheit der obern Grenze (x) gelingt, wenn nur 
die Art und Weise, wie z und y zusammen in der Function auftreten, also 
das Argument derselben, gegeben ist. Dafs jedoch auch hierbei nicht von der 
vollständigen Lösung aller derartigen Aufgaben die Rede sein könne, ver- 
steht sich. 

Noch ist zu bemerken, dafs bei der vollständigen Lösung der Aufgabe 
die Reduction des Doppel-Integrals auf ein algebraisches Problem, nämlich 
auf die Auflösung einer gewissen Gleichung, zurückgeführt wird. Wir kommen 


so Ist 


zur Sache. 
15. 

Nimmt man an, es sei zwischen den Gröfsen x, y, x, deren letzte 
das Argument der Function unter dem Doppel- Integrale bezeichnen möge, 
eine Gleichung gegeben, so stellt der Zusammenhang derjenigen Werthe von 
x und y, für welche x constant bleibt, offenbar eine krumme Linie in der 
xy Ebene dar, über welcher die Ordinate f(z) der krummen Fläche, die das 
($. 11.) bezeichnete Volumen begrenzt, unveränderlich bleibt. Läfst man den 
Parameter z alle möglichen Werthe annehmen, so wird die Gesammtheit der 
daraus entstehenden Curven jene Beziehung der Gröfsen ©, y, x unter sich 


> 
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repräsentiren. Irgend zwei dieser Curven,. welche unmittelbar auf einander 
folgen und für welche die Werthe von x nur um beliebig wenig von einander 
verschieden sind, schliefsen mit einander einen schmalen Streifen ein, welcher 
als Basis einer ceylinderischen Schale betrachtet werden kann, deren Höhe 
—f(z) is. 

Zwei einander am nächsten liegende Elemente jener Curven sind parallel; 
oder vielmehr, wenn irgend zwei Curven, welche von den Parametern z und 
Z abhangen, sich schneiden und aus der kleinen Änderung dieser Parameter 
zwei weitere. sich schneidende Curven entstehen, so ist die von allen vier 
Curven eingeschlossene Figur ein Parallelogramm. Der Beweis hiervon ist 
auf bekannte Weise leicht, und darf also übergangen werden. 


16. 
Hieraus ergiebt sich nun der Ausdruck für das aus zwei solchen Curven 
und zwei mit der y Axe parallelen geraden Linien gebildete Element des oben 
bezeichneten Streifens. Derselbe ist 


— )deda 


und also der des Flächenstreifens zwischen zwei Curven: 


ds — dz| 4 Cons.) 


Die Grenzen dieses Integrals ergeben sich aus den Curven, nach welchen 
eine mit xy parallele Ebene die krumme Fläche in ihren auf einander fol- 
genden Lagen schneidel. Man mufs zu dem Ende den successiven Verlauf 
dieser Curven untersuchen. Aus den Durchschnittspuncten ihrer Projection 
auf die zy Ebene mit der Curve y=y(x) und der Axen der x und y, 
werden alsdann jene Grenzen abgeleitet. 

Weiter erhält man für das Volumen- Element den Ausdruck 

f(2) ds, 


also für die Summe dieser Elemente: 


/re) dz dı — Const. 


wozu abermals eine Constante kommt. 
Auf ganz gleiche Weise findet man für diese Summe auch noch den 


Ausdruck 
Sre)dz N Const.. 


Wir werden uns jedoch an den ersteren halten. 


f 
| 
| 
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Es ist kaum nöthig, zu bemerken, dafs diese Transformation des Doppel- 
Integrals mit der in ($. 2.) erwähnten zusammenfällt. Nur in Rücksicht auf 
die Grenzen der Integration nach %& ist noch Einiges zu erinnern. 

Der wesentlichste Dienst, welchen die geometrische Repräsentation 
leistet, besteht in der erleichterten Bestimmung der Grenzen. Wenn hierbei, 
namentlich in Hinsicht auf z, noch einige Aufmerksamkeit nöthig ist, so be- 
trifft sie die Zerchenbestimmung. 

Werden unter diesen oder jenen, sich nicht widersprechenden An- 
nahmen die Zeichen und, wenn es nöthig, auch die Werthe der in z vorkom- 
menden Constanten und die Lage und Gestalt der Curven und Flächen bestimmt; 
wird also, wie man sagt, ein Normalfall fixirt und danach der Werth des 
Doppel-Integrals festgesetzt: so gilt dieser Fall, in der Regel, auch für alle 
andern Fälle, sobald die früheren Voraussetzungen Statt finden. 

Aus dem Normalfall wird sich ergeben, nach welcher Richtung hin 
die Ordinate x einer zweiten krummen Fläche, welche mit derjenigen, deren 
Ordinate f\z) ist, im Zusammenhange steht, wächst oder abnimmt, also welches 
Zeichen dz bekommt, wenn d.r und dy positiv sind. Daraus wird man ferner 
finden, ob ds und dz gleiche, oder entgegengesetzte Zeichen haben, und wie 
man die Grenzen nehmen mufs, um, abgesehen von dem Zeichen von f(z), 
die positive Summe der Elemente zu finden. Die Curve y==yx(x) sehen 
wir als in dem Raume der positiven Halb- Axen liegend an. 

Die Anwendung dieser Regeln in den folgenden besonderen Fällen 
wird weitere allgemeine Ausführungen ersparen. 


17. 
Zu einem ersten Beispiel sei 
= ax by, 
und es werde also die Reduclion des Doppel- Integrals 


verlangt. 

Man könnte hier dem Argumente noch ein constantes Glied c hinzu- 
fügen und dasselbe dadurch etwas verallgemeinern. Indessen ist klar, dafs 
man für diese Fälle die Formeln aus jenen, in welchen dieses constante 
Glied weggelassen ist, unmittelbar erhält, wenn man an die Stelle von x ein- 
fach z--e setzt. Wir werden daher, der Kürze wegen, fast in allen folgenden 
Fällen dieses Glied weglassen. 
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Die Ordinate (Fig. 2.) gehört offenbar einer Ebene und f(ax + by) 
einer Cylinderfläche an, deren Erzeugungslinien mit der xy Ebene parallel 
sind. Die Streifen (ds). für welche diese Ordinaten unveränderlich bleiben, 
sind also. von parallelen geraden Linien eingeschlossen, Parallelogramme. 
Auch hat man 


also 


Nimmt man « und db posiliv an. so werden jene geraden Linien mit 
der x-Axe einen stumpfen Winkel einschliefsen, und man mufs den Raum, 
welchen das Doppel-Integral darstellt, hinsichtlich der Grenzen in drei ab- 
gesondert zu berechnende Theile zerlegen. 

Die Werthe von x, zwischen welchen ds für den ersten, zweiten und 


dritten Theil zu nehmen ist, erstrecken sich vermöge der Annahmen bezie- 


hunesweise 
> von © bis 


von y(2) bis —, 
von w(z) bis 5; 


wo 2. —= (x) die einzige von O bis vorkommende reelle Wurzel der 
Gleichung 


ac-+by(r)—z = 0 


ist. Die entsprechenden Werthe von ds sind also 


ab 


rd / z 

Multiplicirt man dieselben mit f(x) und integrirt jeden einzelnen Theil, 
so ist rücksichtlich der Grenzenbestimmung nur zu beachten, dafs in Folge 
der über die Zeichen der Constanten @« und d gemachten Bestimmung, O0 der 
kleinste vorkommende Werth von 3 und also dieser die unterste Grenze ist. 
Jene Integrale sind daher, in Bezug auf z, 


von 0 bis 24(0), 
von bx(0) bis as, 
von bis as-+bn 


zu nehmen; wo zur Abkürzung. wie durchgehends, 


dz; 72, 


| 

ds — “(2-1 Const.) | 

onst.). 
| 


7. Winckler, über doppelte Integrale. 119 


gesetzt ist. Es findet sich also für das Volumen der Ausdruck 


1 by(0) 1 a: 1 ’astbn 

0 by(0) az 

oder, nach einigen Umformungen, die Gleichung 


dr 4 by)dy 


0 


x as)f(z)dz. 


Die Reduction des Doppel-Integrals ist also auf die Auflösung einer 
Gleichung gebracht. 

Aus dieser Formel ergeben sich einige besondere Fälle. Setzt man 
nämlich a—= 0, b— 1, so nimmt das dritte Glied eine unbestimmte Form an. 
Bei näherer Untersuchung aber findet man Null für seinen wahren Werth 
und erhält die in ($. 12.) gefundene Formel (3.) wieder. 

Ist ferner g(&)=n constant, so wird 
z—bn 

a 


— 


und man hat die symmetrische Gleichung 


+ 


U. s. w. 
18. 

Das Argument der Function sei der Quotient zweier linearen Aus- 
drücke, nämlich 
ar+by-te 

Die Gestalt der krummen Fläche (Fig. 3.), welcher diese Gleichung 
angehört, ergiebt sich wie folgt. 

Es giebt Werthe von 2 und y, für welche & wesentlich unbestimmi 
ist. Diese Werthe sind: 


ße ay — ac 
yo 


0 
16 * 
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Daraus folgt, dafs eine mit der x Axe parallele gerade Linie exislirt, 
welche in allen ihren Puncten die krumme Fläche trifft. Ferner enthält die 
Fläche ein System gerader Linien, welche, insgesammt mit der xy Ebene 
parallel, in der Projeclion durch den Punct (&,, Yo) gehen und durch die 
Gleichung 

(ex — + (Pr —b)y+y—c=0 
bestimmt werden. Durch irgend eine mit der x Axe parallele Ebene ge- 
schnitten, giebt die Fläche Hyperbeln. Aufserdem hat sie eine Asymptoten- 


Ebene, welche, mit der z Axe parallel, ebenfalls durch den Punct (=, Yu) 


geht und die Axen der x und y in den Abständen —Z, — — vom Anfangs- 


ß 


puncte an gerechnet, schneidet. 


Es ist noch hinzuzufügen, dafs die Fläche die xy Ebene nach einer 


geraden Länie schneidet, welche in den Abständen _—, — vom An- 


b 
fangspuncte an gerechnet, die Axen der x und y durchkreuzt. 


Nimmt man die Coöfficienten a, b, ec, «, ß, y insgesammt positiv an, 
so ist wenigstens einer der Werthe x,, y, negativ und es wird 2 für die 
hier allein in Betracht kommenden positiven Werthe von x und y beständig 
positiv bleiben; aber abnehmen, wenn & und y wachsen. Der Punct &,, Yu 
fällt mithin nicht in den Umfang der Integration. 

Da die geraden Linien in der Projection in einem Puncte zusam- 
menlaufen, so sind die Streifen (ds) nicht mehr wie im vorigen Beispiele 
Parallelogramme, sondern kleine Dreiecke. 


19. 
Nun ist 
— Pa) +by— ße 
dz/ (#2 
folglich 


ds 


| 


— by — Pe)dx 


oder 


ds = — Ba) (2 — + Const.) —z; | 


Das Volumen zerfällt in drei Theile, von welchen jeder einzeln zu berechnen 
ist. Die Werthe von ©, zwischen welchen ds zu nehmen, findet man nach 
dem Vorhergehenden für den ersten, zweiten und dritten Theil ohne Schwie- 
rigkeit wie folgt. Gesetzt man habe die Gleichung 


| 
| 
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(az — a)c —b)y(a)+yr—c 
nach aufgelöset und 


x 

gefunden. Man setze ferner zur Abkürzung 
73 


so sind die Grenzen von z obiger drei Theile 

von bis 

von x, bis w(z), 

von bis O 
auszudehnen und die entsprechenden Werthe von ds sind 


2 2 dz 
(ba — Ba) | (5 


(ba — Pa) — (1 — 
dz 

Werden diese Ausdrücke mit f(z) multiplieirt, darauf beziehungsweise 

as+bm+e bis b4(0)-+« 

by(O)-+e bi 

integrirt und die Producte addirt, so erhält man die Formel 


1 (ba — Pa) x, 


von 


von 


(ay— ac)’ asty (by — f(z) d: 
2 ab) J (Bd): 
r 
fie) dz 
as+bn-+e 
astpnt 
by(V)-+e (dr —b) 
ans 


Einige besondere Fälle dieser Formel sind folgende. 


27 

Ton 
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20. 
Es sei 


Die Grenzen des Doppel-Integrals seien durch die Ungleichheit 
0<re+y<i 
gegeben, also 
Zell, 
Vor Allem ist zu bemerken, dafs bei diesen Annahmen alle vorkommenden 
Werthe von z durchaus posiliv sind; wie es sich aus der Ansicht der Gleichung 
arty—1 
ergiebt. Folglich gehen die beiden Grenzen 
by(0)-+e 
in das positiv Unendliche über. 


Ferner zeigt sich, dafs der Punct (z,.,y,) er die Gerade fällt, deren 
Gleichung y=1—r ist. Man erhält also 


J def z+y—1 )dy 2(a—b)J 
und. da sich die beiden Integrale vereinigen lassen und 


ist, so ergiebt sich die bekannte Formel 
J da zty—1 )dy = 27 (3 —a)(2— b) 
Setzt man in der allgemeinen Formel 
Anl, 


so geht sie in 


über, wo w(z) aus der Gleichung 2 — 24(x2)=0 abzuleiten ist. 


Wir wollen weiter annehmen, es sei z(@)=n constant. Dann ist 


(32 —b) 
w(z) )2+7 


2 F 
- n 
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und es findet sich nach einigen naheliegenden Transformationen die symme- 


trische Formel | 


f(z) dz (by— Be)? Pıtr fiz)ds 
7 
aö+bn+e 
ag+bn+e 
ay — ac flz)dz 
Pnty 


Hieraus folgt 


Die Anwendung dieser Ergebnisse auf einzelne Fälle, z. B. auf 


f (=) (ar +2bary" ter") 


mag hier nicht näher berührt werden. 


21. 
Das Argument sei nun ein Ausdruck zweiten Grades von x und y, 
und zwar 
Setzt man hierin z,--= und y,--y stalt z und y, so lassen sich 
x, und y, so bestimmen, dafs die ersten Potenzen der Veränderlichen weg- 
fallen und also das Argument, insofern es veränderlich ist, nur noch die Form 


z —= ar-+2bay 
hat. Diese Reduction gilt aber nicht mehr, wenn 
ac—b’ — 0 


ist. In diesem Falle bekommt das Argument die Form 


| SE 
# 
acte by+e 
ws 
| | < | 
N 
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Vorausgesetzt, es seien alle Coöfficienten positiv und auch 
— an —0, 
so entspricht dieser Gleichung eine Reihe von Parabeln, welche sich nach 
der Richtung der negativen . öffnen und deren Scheitel für wachsende Werthe 
von & nach der Richtung der positiven x fortrücken. Man hat dann 


dz 


IYCabz + — 2a (bm — an)) Const.} 


ds = — 
2 (km — an) 


und dieser Ausdruck ist 


— bz + b?m? 
von 0 bis 


/(abz-+b" m? 


von (2) bis 5 


zu nehmen; wobei (2) aus der Gleichung 


ab 
gesucht werden muls. 
Multiplieirt man die drei sich ergebenden Werthe von ds mit f(z) 
und integrirt sie beziehungsweise 


2 
von 0 bis -—-2ny (0), 
(0)? 
von --2ny(0) bis + 2mS, 
as? (u£-+bn)? er 
von bis nn), 


so giebt die Summe der drei einfachen Integrale den Werth des Doppel- 


Integrals 
def fi _ 1 2(mz -- ny)\-dy. 


Ist „(z)=n constant, so ist für w(z) der Ausdruck 


(— b(m--n)-- Yfabz + b’m --2b(bm — an)]ı) 


zu setzen und es findet sich wieder eine symmetrische Formel. 
Setzen wir nun den Fall, in welchem das Argument 
z ar+2bry-- cy’ 
ist. Über die Gestalt der krummen Fläche, welcher diese Gleichung ange- 
hört, läfst sich aus den folgenden Andeutungen eine klare Vorstellung erlangen. 


R 
N 
3 
4 
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Die Curven, über welchen die Ordinate & unveränderlich bleibt, sind 
Eliipsen oder Hyperbeln, je nachdem «e — 5’ positiv oder negativ ist. Im 
ersten Falle ist die Fläche ein e/bptisches, im letzten ein Ayperbolisches 
Paraboloid. Aufserdem wollen wir, um uns auf bestimmte Figuren beziehen 
zu können, a, db, c positiv annehmen. 

22. 
A. Es sei 
ac— 
so ist vor Allem klar, dafs x nicht negativ werden kann, indem 
(ar + 4 (ae— D°)y? 


ist. Der zur y Axe (Fig. 4.) conjugirte Durchmesser dieser Kllipsen hat 
zur x Axe eine durch den Bruch _— bestimmte Neigung, welche daher 


90” überschreitet. Die Axen dieser Ellipsen wachsen wie die Quadratwurzel 
aus z; auch fallen sie der Richtung nach zusammen. Die Ellipsen sind con- 
eentrisch und breiten sich über die ganze zy Ebene aus. Nun ist 


1 
also 
de sin )+ Const.‘. 


Vorausgesetzt man habe aus der Gleichung 

die einzige zwischen O und 5 vorkommende reelle Wurzel = w(z) ent- 
wickelt, so sind die Grenzen, zwischen welchen ds genommen werden muls, 
beziehungsweise für den ersten, zweiten und dritten Theil des durch das 
Doppel-Integral ausgedrückten Volumens, 


von O bis 


von bis 5, 
von (2) bis 
zu erstrecken. Wenn man die resultirenden Werthe mit f(z) multiplicirt und 
dann nach z&, beziehlich 
von 0 biaf, 
von as bis ey(0), 
von c4(0) bis a? +2b5n+ 
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integrirt, so wird man nach einigen Reductionen, welche sich leicht ergeben, 
die folgende Formel finden: 


J 4 2bey+ey’)dy 


+ 2bön+ten? EYlac— 
ey(0)? 
v(ez) 
ag?+?bön+en? 


Wir wollen einiger besondern Fälle dieser Formel gedenken. 
Es sei y(2)=n constant. 


1 / / 2\ 


Berücksichtigt man, dafs dann 


und also 
(2) Y(ac—b?) nvV(ace—b*) 
arcsin arccos — arcsin 
v(e2) Y(ac) 
ist. so erhält man 
/ dr ey?)dy 
0 


cos 


| z)aresin dz 
N 2 v(ac—b?) | 


a&?+2bön+en? 


Obgleich bei Herleitung dieser Formeln einige Annahmen gemacht wurden 


so gelten sie dennoch allgemein; wie man sich leicht direct überzeugen kann 
Es sei in der letztern Formel S= x, so hat man 


dx (ax --2bxy + cy’)dy 


Ist hier auch noch 7 = x, so ergiebt sich 


arc 605 


af f(ax’+ 2bry--cy’)dy fi2) dz. 


2 
| 
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Für = 0 erhält man hieraus die bekannte Formel 


de flax’+ey") = f(z) dz. 


Setzt man f{z) = e”* so wird 


arc cos 


def dy = 


0 
woraus für 5=0. ca die schon in ($.9.) enthaltene Gleichung 


23. 


Es sei 


In diesem Falle sind die Curven in der cy Ebene Hyperbeln, und da 


+ by)’ — (b’— ac)y’ 
a 


ist. so sieht man, dafs die Fläche, deren Ordinate & ist, die zy Ebene 
schneidet, und zwar nach zwei geraden Linien, welche durch die Gleichung 
= 0 
gegeben sind. In Folge der Annahme, dafs «, db, e positiv seien, geht keine 
dieser Geraden zwischen den beiden positiven Halb- Axen hindurch. Diese 
geraden Linien sind die Asymptoten aller Hyperbeln, deren Mittelpunet im 
Ursprung der Coordinaten liegt und deren Axen der Richtung nach zusammen- 
fallen. Diese Hyperbeln füllen den ganzen Raum der xy Ebene aus. Die 
krumme Fläche entfernt sich für wachsende Werthe von x und y stets mehr 
von der zy Ebene. Dies vorausgetzt, ist nun 
dz ay(b’— Y(ez-+2”(b’— ac 

Die Grenzen, zwischen welchen dieser Ausdruck nach « und später 
nach x zu nehmen ist, sind dieselben wie im vorigen Falle. Es ist also 


1 —ac 


as? 
1 40° ac 


. 
| 
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Ist z/z)==n constant, also 
— 
so braucht man nur zu erwägen, dals 
— br 


x’ (b’—.ac)) 
ist, und hierin statt und n statt y zu setzen, um folgende symmetrische 


Formel zu erhalten: 


def "fax? 2bry-+ey’)dy 


4 v(b’—.aec) 


2 v(b’— ac) fi=)log v(ez) 
— ac) + y(az+ n?(b’— ac)) de! 


1 — 


y(b? —.ut) 


> 


/ az?+2b 
| ” v(a2) 
Es ist kaum nöthig zu bemerken, dafs man diese Formeln auch aus 


denen des vorigen Paragraphs hätte ableiten können, wenn man sich der be- 
kannten Relation zwischen Logarithmen und Bogen bedient hätte. 


Setzt man u; so erhält man 


1 log fiz)dz 


ac) 


ac)+ dz. 


| 


4y(b’— ac) 
Ist endlich auch noch „—= x, so findet sich 


/ de +2bry--cy’)dy = 4y(b?— ac) 


so 0 
Bei diesen beiden Formeln sind @ und e posiliv angenommen 
Für «=c=0 werden alle Resultate unbrauchbar; indessen ist die 
Bezeichnet w(z) die einzige 


i directe Herleitung in diesem Falle sehr leicht 
zwischen O und S vorkommende reelle Wurzel der Gleichung 


\ — 


so ist 


x 
© 
t 
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und wenn y(2)==n constant ist: 


def fey)dy = / 


0 


24. 
Das Argument sei nun eine gebrochene Function zweiten Grades 
zwischen x und y; und zwar wollen wir, in voller Allgemeinheit, 
+ 
annehmen, jedoch wegen der grofsen Weitläuftigkeit der Endresultate auf 
die Nachweisung uns beschränken, wie die Reduction des entsprechenden 


Doppel - Integrals geschieht. 


Um über die Gestalt der Fläche (Fig. 5.). deren Ordinate x ist, Auf- 
schlufs zu erhalten, ist vor Allem zu bemerken, dafs die Curven in der 
xy Ebene, über welchen 3 constant bleibt, die in der Gleichung 
(1.) 0 
enthaltenen Aeygelschnittslinien sind. Der Verlauf, welchen dieselben für die 
auf einander folgenden Werthe von 3 nehmen, ist bemerkenswerth und er- 
giebt sich aus den folgenden Betrachtungen. Man sieht bald, dafs mehrere 
gerade Linien existiren, welche, mit der xy Ebene parallel, ganz in der 
krummen Fläche liegen. Die Werthe von x, welche diesen Linien entsprechen. 
sind die Wurzeln der ceubischen Gleichung 
(2.) (e3—a)(vz— —2(Pz —b)(uz — m) (v2 —n)--(yz— c)(uz — 

+ (42 — — (az —a)ys— (. 
Für jeden dieser Werthe finden zwei gerade Linien Statt, deren Projectionen 
die Gleichung 
y= 4Ar-+B 
angehört, wo A und B aus den Gleichungen 
abzuleiten sind. 


> 


Da nun im Allgemeinen drei Wurzelwerthe von z Stalt finden, so 
giebt es im Ganzen sechs gerade Linien von der gedachten Art. Die Coor- 
dinaten der Puncte, in welchen sich je zwei dieser demselben z entsprechende 
Geraden schneiden, lassen sich aus den angeführten Gleichungen finden. Sie 


P% 

N 0 

Fi 

+ 

| 
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entsprechen zugleich den Puncten der krummen Fläche, für welche 

dz dz 

dy 
ist. Auch lassen sich die Puncte bestimmen, in welchen sich die Projectionen 
der geraden Linien (in der zy Ebene) schneiden, welche zu den drei ver- 
schiedenen Wnrzelwerthen von x gehören. Diese Puncte sind zugleich die- 
jenigen, für welche x wesentlich unbestimmt wird und für welche also 

= 0, 
0 


ist. Eliminirt man aus diesen Gleichungen eine der Coordinaten, so erhält man 


lan? 


(4.) 


für die andere eine Gleichung vom vierten Grade; so dafs also im Allge- 
meinen die Ordinate x viermal unbestimmt wird. 

Dafls sich die sechs Geraden in den vier Puncten schneiden, deren 
Coordinaten die Gleichungen (4.) geben, ergiebt sich einfach daraus, dafs 
man in der That wieder auf die Gleichung (2.) zurückkommt, wenn man die 
Bedingungen sucht, welche erfüllt werden müssen, damit eine gerade Linie 
irgend zwei jener vier Puncte enthalte. 

Hieraus folgt, dafs die Projectionen der sechs Geraden in der 
ey Ebene ein Viereck mit seinen zwei Diagonalen bilden und dafs durch 
die Eckpuncte desselbsn vier mit der z Axe parallele Geraden gehen, 
welche ganz ın der Fläche liegen. Solcher Linien sind also im Ganzen 
zehn zu bemerken. 

Die zu derselben Wurzel & gehörigen Paare gerader Linien sollen durch 
(1.1). (2,2). (9.3) und ihre resp. Durchschnittspuncte mit I, II, III be- 


zeichnet werden. 


25. 

Die Projectionen der Curven (Fig. 5.), über welchen die Ordinate 2 
constant bleibt und welche man aus den mit der xy Ebene parallelen Schnitten 
der krummen Fläche erhält, müssen, da z in den oben bezeichneten vier 
Puneten unbestimmt wird. insgesammt durch diese Puncte gehen. 

Von Kllipsen in gerade Linien und Hyperbeln nach und nach über- 


gehend, stellen sie die Gesammtheit aller Kegelschnittslinien dar, welche durch - 


vier gegebene Puncle gelegt werden können und welche durch die Gleichung (1.) 
bestimmt werden. Da ferner 2 für alle reellen Werthe von x und y reell 
bleibt, so füllen jene Curven den ganzen Raum der xy Ebene aus. 


| 

£ 4 
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So wie es häufig nicht leicht ist, den Lauf einer Curve aus ihrer 
Gleichung zu erkennen. so bietet die allgemeine Curvenlehre noch weniger 
Anhaltspuncte für die Veranschaulichung des successiven Verlaufs, der Gestalts- 
veränderung etc. unendlich vieler Curven dar, welche aus der Veränderlich- 
keit eines Parameters hervorgehen. Für den vorliegenden Zweck scheint 
das sicherste Mittel zu sein, dafs man, wie bisher geschahe, diesen Parameter 
als die Ordinate einer krummen Fläche betrachtet. darauf, was nicht selten 
leicht ist, sich von deren Gestalt eine Vorstellung verschafft und dann von 
jener Fläche auf die gesuchten Curven zurückschliefst. 

Dadurch findet man für das obige Beispiel, dafs sich von zwei Seiten 
her den Puncten I, II, II die Scheitel zweier Hyperbel- Äste nähern, deren 
Asymptotenwinkel stets wächst und am gröfsten ist, wenn die Hyperbeln in 
die Geraden (1,1), (2,2). (3,3) übergegangen sind, und dafs von den 
Hyperbeln, deren Scheitel sich dem Puncte III nähern, jeder Ast durch zwei 
der vier Puncte geht, während von den Hyperbeln, deren Scheitel sich den 
Puncten I und II nähern, je ein Ast durch alle vier, der andere durch keinen: 
jener Puncte geht. Auch zeigt sich, dafs der Scheitel dieses letztern Astes 
vom Puncte I oder II aus in’s Unendliche fortrückt, während jener des 
zweiten Astes nur eine kleine Bewegung macht. Wenn der Scheitel des 
erstern im Unendlichen liegt, so geht die Curve in eine Kllipse über, welche 
dann einen weitern Theil des divergirenden Raumes (1,1) oder (2,2) aus- 
füllt. Eine weitere Untersuchung der Fläche dritter Ordnung gehört nicht hierher. 

Wie hier das Doppel-Integral dargestellt werden könne, will ich nur kurz 


andeuten. Stellt man (zZ) auf, so ergiebt sich für ds ein Ausdruck in Bogen 


oder Logarithmen, dessen Weitläufligkeit seine Mitiheilung hier nicht gestaltet. 

Die Grenzen der Integrationen nach x und x findet man ähnlich wie 
in den vorigen Fällen. Nur wenn der Punct, für welchen x unbestimmt wird, 
:n den Raum der Curve y==y(x) fällt, ist eine besondere Aufmerksam- 
keit nöthig. 

Die Möglichkeit der Reduction des Doppel- Integrals, so wie die Art, 
wie sie geschieht, ist somit nachgewiesen und also die Eingangs gestellte 
Aufgabe gelöset. 


26. 
Wir beschränken die Anwendung der obigen Bemerkungen auf fol- 
genden speciellen Fall. 


= 
x 
> 
. 
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Es sei 


+byt+te 
Die Fläche, deren Ordinate x ist, giebt, parallel mit der xy Ebene geschnitten, 
die durch die Gleichung 


ausgedrückte Curve. Die Gleichungen (4.) sind hier 

Ihre Wurzeln sind 


aß— ah’ ba— da’ 
wo die Zeichen nicht correspondiren. 


Sind diese Wurzeln reell, so finden vier Puncte Statt, in welchen x 
unbestimmt wird und welche, symmetrisch um den Anfangspunct liegend, die 
Eckpuncie eines Rechtecks bilden. 


Die cubische Gleichung (2.) giebt hier 


(az — a)(Pz —b)(yz—c) = 0 


und es können also sechs, den reellen Wurzeln 


a b Ce 


entsprechende gerade Linien auf der Fläche Statt finden. 


Die Gleichungen (3.) der Projectionen dieser Geraden gehen in | 
(er 0) = 0 


über und verwandeln sich 


— ße 4 
für u y= 
: 


in y=+try— 


Sind die Wurzelgröfsen insgesammt reell, so giebt es, wie im früher be- 
merkten allgemeinsten Falle, sechs gerade Linien, welche durch die vier 
Puncte gehen, deren Coordinaten ,, y, sind und welche ein Rechteck mit 
seinen beiden Diagonalen bilden. 


7. Winckler, über doppelte Integrale. 133 


Nun können aber von jenen Wurzeln einige imaginär sein. und es 
sind zur Unterscheidung der hierbei möglichen Fälle die folgenden Zeichen- 
verbindungen zu berücksichtigen: 

by— ße ay— ac 
aß— ah’ ba — Ba’ by ße 
+ 
Andere Fälle giebt es nicht. 
Im ersten Fall finden sechs gerade Linien Statt; 
Im zweiten Fall nur zwei gerade Linien, parallel mit der x Axe:; 
Im dritten Fall nur zwei gerade Linien, parallel mit der y Axe; 
Im vierten Fall nur zwei gerade Linien, welche sich im Anfangspuncte 
schneiden und gleiche Winkel mit den Axen einschliefsen. 


Der zweite und dritte Fall folgen auseinander, wenn man die Axen 
miteinander vertauscht. Der Verlauf der Curven läfst sich aus den früheren 
Andeutungen sogleich erkennen. Hinsichtlich der Zusammensetzung des Doppel- 
Integrals ist zu bemerken, dafs man aus der Unterscheidung, ob der Streifen 
ds von zwei Ellipsen- oder von zwei Hyperbel- Bogen begrenzt wird, für 


— beziehungsweise die Ausdrücke 


dz 
4(@3— a) (B2—b)! 
(ad—eb) y(— (a2 72—e) 
4(a2— u) 
| (az — a))? (dx — b)? + Const. 
erhält. Will man das Imaginäre vermeiden, so mufs man das Integral mit 
Rücksicht auf die oben unterschiedenen Fälle zusammensetzen. Nach den bis- 


herigen Ausführungen hat sowohl Dies, als die Ermittelung der einzelnen Gren- 
zenpaare keine Schwierigkeit. 


Wenn die Curve y—=yx(x), analog wie es in ($.20.) der Fall war, 
mit einer der Curven in der xy Ebene für einen besondern Wertlı von 2 
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zusammenfällt, so mufs die Gleichung z = w(z) eine unbestimmte Form an- 
nehmen. Jene Curve sei durch die Gleichung 


y= 2) 
gegeben. Zur Bestimmung von w(z) hat man dann: 
— — a) A’— (Pz—b) (Pr —b) B’+(yz—c)B. 
Diese Gleichung findet identisch Statt, wenn 


bBtte 


oder wenn 
(ay — ac) —yb)B — (ba— pa) AB, 


oder endlich, wenn 


ist. Angenommen die Coöfficienten erfüllen diese Gleichung, so zerfällt das 
Doppel-Integral in zwei Theile, für welche sich & 


| 
von 0 bis 

/ 
von © bis E 


erstreckt. Wenn man die beiden für ds sich ergebenden Ausdrücke mit f(z) 
multiplieirt und dann beziehlich 


von bis 
,. bB’+ec 
oder von —- bis 
Pb’+y 


integrirt, so erhält man 


V(A?—x?) 


an’ +by’+e 
af («2— a)! (As—b)! 
((aB— ab) Y(— (az — a) (y2 
4 


ab)e — 2aby 


| 
| 
| 
ce 
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Man nehme beispielsweise an, es handle sich um die Complanation des 
Kllipsoids, dessen Gleichung 


‚2 2? 
ist, so hat bekanntlich ein Theil seiner Oberfläche 


B’—( 


zum Ausdruck. Die frühere Bedingungsgleichung für die Coöfficienten wird 
hier offenbar erfüllt. Auch ist 


2’1 
20 —- 
ad — ab = 


Die Ausführung der Rechnung, bei welcher 5 noch unbestimmt bleibt, werde 
weggelassen und das Beispiel nur unter der Annahme 


vollendet, wo man dann den achten Theil der Oberfläche erhält. Vorausgesetzt, dafs 
A>B>C 
ist, so ergiebt sich 
at, 
bB’+c 


Der letzte Theil der allgemeinen Formel fällt also weg, und die Grenzen des 
ersteren sind 1 und ©. Der gedachte Inhalt ist mithin 


B?’— 20°? 
(3 ) B® 


Dieses Integral läfst sich in zwei andere zerlegen, welche auf die Form 


elliptischer Integrale von der ersten und zweiten Gattung gebracht werden kön- 


nen. Setzt man nämlich und zur Abkürzung 
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multiplieirt den obigen Ausdruck mit 8, um die Oberfläche des ganzen Ellipsoids 
zu finden. und erwägt, dafs 
AB AIR 
ist. so nimmt der Ausdruck die bekannte Form an; nämlich 


1? di 1—k? 1--? 

Bis hierher konnte das Argument der Function successive eine allge- 
meinere Form haben und die Reduction jedesmal vollständig ausgeführt werden. 
Mit der allgemeinen Form einer rationalen Function zweiten Grades zwischen 
zwei Veränderlichen hört Dies (einige besondere Fälle ausgenommen) insofern 
auf, als sich ds nicht mehr in geschlossener Form ausdrücken läfst. Das 
Verfahren zur Bestimmung der Grenzen erleidet jedoch keine Änderung. Die 
Lösung der Aufgabe hält also gewissermafsen gleichen Schritt mit der endlichen 
Darstellung der einfachen unbestimmten Integrale, welche sich auf Ausdrücke 
von den auf einander folgenden Graden beziehen. Analog wie bei diesen, 
lassen sich beliebig viele Fälle bezeichnen, in welchen die Reduction des 
Doppel-Integrals vollständig ausgeführt werden kann. Einige einfachere Fälle 
dieser Art mögen erörtert werden. 


) = 


28. 
Es sei 
— (ay+b)” 
(ar + Ay” 
so ist 
zm "dr 

ds - Const.). 


Die Fläche, deren Ordinate & ist, schneidet die xy Ebene längs einer 
mit der x Axe parallelen geraden Linie. Ferner wird z über allen Puncten einer 


mit der y Axe parallelen Geraden unendlich grofs. Für x, — — und 


Yo — wird & wesentlich unbestimmt, und es gehört also die durch diesen 


Punet gehende, mit der x Axre parallele gerade Linie mit allen ihren Puncten 
zur Fläche. Die Curven, über welchen & unveränderlich bleibt, sind, je nach- 


dem positiv oder negativ ist, höhere Parabeln oder Hyperbein, gehen 


insgesammt durch den Punct (@,y,) und reduciren sich zweimal auf gerade 


3 
4 
A 
& 
| | 
— 
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Linien, welche mit den Axen der z und y parallel sind. Sind »» und n 
ganze Zahlen, so breiten sich diese Curven über die ganze zy Ebene aus. 


‚Die Grenzen, zwischen welchen ds zu nehmen ist, erstrecken sich 


m 2 
b"— 1. 
von bis 
02" 
ı 
b" — 
von ß bis w(2), 
02” 


von 0 bis w(2); 
wo (2) die Wurzel der Gleichung 
+5)" — — 0 ist. 
Multiplieirt man die sich ergebenden Werthe von ds mit f(z) und 
integrirt sie hierauf, beziehlich 


br (an+b)"” 
von 
(an+b)” b” 
von bis (ax 


so findet sich folgende Gleichung: 
# def 


(an+b)" 

(a&+Pß)" 


pr 


Ist hier x(&)—n constant, so findet man nach einigen Umformungen: 
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0 
(an+bym 
n m bym ı 
(an+byM 
n 1 m 
1 ß +1 1 
„m 
Es ist kaum nöthig zu bemerken, dafs, mit Zulassung des Imaginären, 
diese Gleichungen für alle Werthe von m und n gelten. Nur für m— —n 


werden sie unbrauchbar. In diesem Falle aber lassen sich die betreffenden 


Resultate aus ($. 23.) ableiten. 
Die gefundenen Formeln werden beträchtlich einfacher, wenn man 5 
und dann auch 5 Null werden läfst. Setzt man aufserdem a —«—1, so 


ergiebt sich 


1 (anf? ZH 4 
wo m und n positiv vorausgesetzt sind und (2) die Wurzel der Gleichung 
—y(2)”" 0 


ist. Ist y(2@)=n constant, so folgt 


Wie diese Resultate auf einzelne Fälle, z. B. auf die Function 


anzuwenden sind, bedarf keiner besondern Auseinandersetzung. 


en 
m 


d Ya) ‚m 
x r-)d 
m)dy 
0 | 
7 

| 

| 

| 

| 
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Wir wollen nur noch bemerken, dafs sich, wenn 5 und ? =-0, a und 
« —1 sind, n negativ ist und —n statt n geselzt wird, die Formeln 


0 0 
ergeben, wo (2) die Wurzel der Gleichung 
ist. 


Wenn ==n constant ist, so findet sich 


Für mn ist das oben schon Bemerkte zu berücksichtigen. 


29. 


Es sei weiter der Ausdruck 
1 1 


z — ac" +by" 
gegeben. Demselben entspricht das Element 


oder, wenn man eine neue Veränderliche ?, welche durch die Gleichung 


bestimmt wird, einführt: 


ym+n—1 


Dieses Integral läfst sich, wie bekannt, unbestimmt finden. wenn entweder 


ds — mn- 


m, oder m-+n, oder n 
eine ganze Zahl ist 


Um die Grenzen der Integrale zu bestimmen, aus welchen das Doppel- 
Integral zusammengesetzt ist, mufs man unterscheiden, ob »» und r gleiche 
oder verschiedene Zeichen haben. Man nehme zuerst an, es seen m und n 
positiv und bezeichne wieder durch w(z) den einzigen reellen, zwischen 0 


und 5 vorkommenden Werth von &, welcher der Gleichung 
a2” —z — 0 


Genüge leistet, so sind die Grenzen der Integration nach x, 


zn — 
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von bis (=7, 
$, 


von O bis w(2), 


also die entsprechenden nach t, 
von 1 bis 0, 


von 1 bis Er, 
von 1 bis v(2)”; 


ferner die Grenzen der darauf folgenden Integration nach 2, 


1 
von 0 
von as” bis 
von as”—+-bn" bis 5y(0)" 
auszudehnen; wie sich Dies ohne Mühe finden läfst. Es ist also 
1 1 
(x) = 
$ da f(ax” 
mn I\m)I‘n) | 
mn \ m—1 
gm 
Ist die Grenze %(x) constant und =, und führt man unter dieser 5 
Annahme die Umformungen der Gleichung durch, welche ihr eine symme- ; 


trische Form geben, so erhält man 


| 

! 
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mn Im) um | ' 


ee 


n 
bi N 


Mit bekannten Resultaten übereinstimmend findet man hieraus, wenn « 


und positiv sind: 


1 
def (ax — hy )dy = 


30. 
Für den Fall, dafs einer der Exponenten in der obigen Form des 
Arguments negativ ist. wollen wir beispielsweise 


x" 


setzen und positiv annehmen. 

Die Fläche, welcher diese Gleichung angehört, giebt, parallel mit 2 
und der yz Ebene geschnitten, höhere Parabeln und Hyperbeln. Die Schnitte 
parallel mit der xy Ebene geben vier Curvensysteme, je nachdem n gerade 
oder ungerade ist und « und 5 gleiche oder verschiedene Zeichen haben. 

Es seien « und 5 positiv und n sei eine gerade Zahl. In diesem Falle 
ist jede Curve zwischen zwei mit der y Axe parallelen Asymptoten einge- 
schlossen und der Scheitel entfernt sich von der « Axe um so mehr, je 
kleiner z wird. Für ein unendlich grofses z fällt die Curve mit der x Axe 
zusammen. 

Ist n ungerade, so fällt eine der mit der y Axe parallelen Asymploten 
weg und statt ihrer wird die & Axe zur Asymplote. 

Haben « und 5 enigegengeselzie Zeichen, so nehmen die Curven, so- 
wohl für ein gerades, als für ein ungerades n, in Bezug auf die Coordinaten- 
Axen die entgegengeselzte Lage und Richtung an. 
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Wir haben nun 
(u2—. ar) 


welches Integral, dem vorkergehenden EEE gemäls, unbestimmt gefun- 


Man erhält 


den werden kann. 


de ab)- + Const., 


Bezeichnet nun w(z) die Wurzel der Gleichung 
(az — 2")y(2)"— ab 0, 


so ist ds 
von O bis 5, 


von O0 bis w(z) 
zu nehmen, und wenn man die resultirenden Werthe von ds mit f(z) mul- 
tiplicirt und beziehungsweise 


von x bis Ze 


b 
von bis 
a Ta 0)" 
integrirt. so erhält man 


en 


b 
wiz)dz 


Vlasz— 5") J, Y(az— p(z)") 


Wenn z(2)=n constant ist, ergiebt sich hieraus 


n (z dz n a n n 
 Maz— Er) 
2 


en b 
a 
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Für ist 


Auf ganz ähnliche Weise findet man, wenn wieder # und 5b positiv 
sind und n eine gerade Zahl bezeichnet, die Formel 


S af" 


en b 
wo (2) aus ri Gleichung 
(bz —x(2)")2"— ab —= 0 
zu ermitteln ist. 


Wenn y(2)=n constant ist, geht die Formel in 


+7 


fa, n", f(z) dz 


en b 


über. Ist insbesondere noch 7 = x, so folgt: 


- 


Es lieflse sich zeigen, dafs diese Formeln für alle positiven Werthe 
von n gültig sind. 

Schliefslich ist zu bemerken, dafs für alle rationalen Werthe von n 
das Doppel-Integral, dessen Argument der allgemeinere Ausdruck 


ey” 


ist, auf Quadraturen gebracht werden kann. Die Resultate können hier nicht 
wohl ausgeführt werden. 


Te 
5 
% 
a —yN 
WE vb2—n ) 
- 
en 
> 

Ai 
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31. 


(axr" - b)(ey-- 

so wird es, mit den nothwendigen Unterscheidungen, ob n eine gerade oder eine 
ungerade positive Zahl ist und ob @ und Ö gleiche oder verschiedene Zeichen 
haben. nicht schwer sein. die Gestalt der krummen Fläche, so wie auch den 
Lauf der Curven zu finden, welche die Schnitte parallel mit der xy Ebene bilden. 

Wir wollen nur des einen der vier möglichen Fälle gedenken, und zwar 
annehmen. die Coöflicienten «, db, «, 5 haben gleiche Zeichen und n sei eine 
gerade Zahl. Alsdann nähern sich die Curven der zy Ebene einer mit der 


x Axe parallelen Asymptote, deren Entfernung von dieser Axe = —_ ist. 
Diese Curven sind symmetrisch zur y Axe und jede einzelne hat zwei 
Wendepuncte. 


Dies vorausgeselzt, erhält man 


Ylax"+b) 


oder, wenn man eine neue Veränderliche ?, welche durch die Gleichung 


bestimmt wird. einführt: 


dz “we we ) 
de — + Const.). 


naa” 


Dieses Integral ist, wie bekannt, stets findbar; also läfst sich die Re- 
duction des Doppel- Integrals stets ausführen. Die Grenzen, zwischen welchen 
ds nach und nach zu nehmen ist, erstrecken sich, wie man, den obigen An- 
deutungen gemäls, sehen wird, nach x 


von 0 bis 
von O bis 5, 
von bis w(2); 
wo w(z) die Auflösung der Gleichung 
(a2" +b)(ex(2)+ —z — 0 


darstellt. Das Integral nach £ ist also beziehlich 


> 
3 

Es sei 

n 

t 
m | — 1 
n 
( N 1") 

n 
3 

> 
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von 0 bis 
von O0 bis 
V(a$’+b) 
von 0 bis 
Y(ay(z)"+b) 
zu nehmen. Multiplieirt man die Werthe von ds mit f{z) und integrirt nach z, 
von bis 
von (as”--b) pP" bis + PP)", 


von bis 
so ergiebt sich die folgende Formel, durch welche die verlangte Reduction 


ausgeführt ist: 
s n n 


di 


ba" 
. n 
1 (ag" Hd)len dz f(z) 2 ag" +b di 
1— 
nad” yon 
0 


bay dx +6 di 


Ist hier x(@)=n constant, so findet man nach einigen Umformungen : 


/ 
+5) dz di 
(a&" b n 
dz ar+b 
naa" 


0 


— 


b(en+p)" dz z 
1—1" 
n 


0 0 
n 
n 
n 
n 
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32. 

Der Raum gestattet nicht, eine gröfsere Anzahl algebraischer Formen 
des Arguments, auf welche das bisherige Verfahren anwendbar ist und deren 
sich beliebig viele angeben lassen, ausführlich zu untersuchen. Wir müssen 
uns auf die angeführten einfachsten Fälle beschränken. Indessen werden sich 
die Reductionsformeln mit gleicher Leichtigkeit aufstellen lassen, wenn das 
Argument einer der folgenden Ausdrücke ist: 


ac + Py+ 
ar” 
wo Ä irgend eine rationale Function von = bezeichnet. U. s. f. 


Für /ranscendente Ausdrücke bleibt das Verfahren dasselbe, aber die 
vollständige Lösung der Aufgabe gelingt seltener, weil hier die Darstellung 
des Elements ds in endlicher Form seltener möglich ist, als bei algebrai- 
schen Ausdrücken. Es mögen einige hierher gehörige Fälle betrachtet werden. 


33. 
Es sei 
— 
so hat man 


ds = — log — a) Const.}. 
Die Curven in der zy Ebene haben Asympioten, die mit den Coordinaten- 
Axen parallel sind und deren Lage durch die Coordinaten 


1 
— log und y, == —log 


P 


a 
bestimmt wird. 
Ist (2) die einzige zwischen O und S liegende reelle Wurzel der 


Gleichung 
ae + —z — 0 


und lälst man ds 


von 0 bis 


| 
w(z) bis —I 
von 


von w(2) bis S, 


3 
2 
| ® 
Fi 
| 
| 
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und die spätere Integration nach x 


von a-b bis a be’), 
von bis ae“ -+b, 
von ae +-b bis 


sich erstrecken, so wird man die Gleichung 


ax 


a+b 


finden. Ist =n constant, so erhält man hieraus 


0 


f(z)log ab e«® (2) log ab 


1 ab dz de 
Setzt man hier 5= 7 =», so ergiebt sich, in der Voraussetzung dafs 
a, b, o, P positiv sind: 

—b) dz 


wie sich auch auf anderm Wege finden liefse. 
Es sei z. B. 
f@) = 


ferner und so ist 


Ve — af 


ax 1 A d 


log 


oder, da 


ist, so ergiebt sich für den Integrallogarithmus die neue Relation 


Rn dz 
2/ 
s( 


oder 


> 
= 
| 
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Integrirt man beiderseits nach « zwischen den Grenzen a und x, so findet 
sich die bemerkenswerthe Gleichung 


dz 


a 
auf welche wieder beliebig oft dieselbe Operation angewendet werden kann. 
Es werde schlielslich bemerkt, dafs sich die Reduction des Doppel- 
Integrals ebenfalls vollständig erreichen läfst. wenn das Argument einer der 


Ausdrücke 
ay+b me*+tn log (ar +b) 


logiay+ß)’ 
atangkr+b meh-tn 
: Av Xe 
1. s. w. ist. wo irgend eine Function von x bezeichnet. 
Für jetzt beschränke ich mich auf die Betrachtung des folgenden Falles. 


34. 
Es sei 
„ __ @cose+bsinr+e 
so isl 
ds — — = (asine — bcos. +- Const.). 

Die Fläche, deren Ordinate & ist, hat eine mit zz parallele Asymptoten- 
Ebene, welche durch y,= N. bestimmt wird; und sie durchschneidet die 
‚cy Ebene unendlich oft nach Parallelen zur y Axe, welche durch die Gleichungen 

sind, — c082, 


segeben sind. In den Puncten bleibt jedesmal wesentlich unbe- 
stimmt, so dafs alle Curven in der zy Ebene durch diese Puncte gehen. Die 
Ordinate v jener Curven erreicht Maxima und Minima für 

, etVla'+b’) 


b 
= — und y=—-- 


Nach diesen Andeutungen hat die Bestimmung der Grenzen keine Schwierigkeit. 
Betrachten wir nun den besondern Fall 


e == 


> 
| 


so ist 


a b 
— V(a’ +6") 


T 
A 
| 4 
= 
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und nimmt man an, es solle nach x, zwischen — «, und -' x. und nach Yv 
von 0 bis x integrirt werden, so ergiebt sich 


2 
ds — — 


und wenn man zur Abkürzung 


— sind 


a 
v(a®+6°) 
setzt. so findet man schliefslich die Gleichung 


35. 

Bisher wurde angenommen, es komme aufser der Function f kein ver- 
änderlicher Factor unter den Integralzeichen vor. Aber auch wenn ein solcher 
Factor F'&,y) hinzukommt, läfst sich das Verfahren fast unverändert auch 
auf diesen Fall anwenden. 

Bezeichnet man nämlich das Argument der Function f wieder mit x 
und eliminirt die Veränderliche y, wodurch #'(x,y) zur Function von x und x 
wird, so bezieht sich die Integration nach x, statt auf die Bildung der Summe 


von Flächen-Elementen (2 )dzdr eines Streifens ds, nunmehr auf die Sum- 


mirung von Elementen 


=) (r, y)dzdr; 


wobei man sich unter F(x,y) etwa die Dichtigkeit des Elements (az dx 


vorstellen kann. Hat man durch die Integration 


dS — de( y)dı- Const.) 
gefunden, so besteht nun das Doppel-Integral aus Theilen von der Form 


dS Const. 


Die Bestimmung der Grenzen nach x und 3 geschieht genau auf dieselbe 
Weise wie bisher. und die Grenzwerthe sind dieselben Ausdrücke wie früher. 
wenn das Argument dasselbe ist. Wir fügen nur noch bei. dafs durch Hin- 
zukommen des Factors F' entweder eine Verallgemeinerung der früheren Er- 
gebnisse erreicht, oder, wie in mehreren der folgenden Fälle, die Reduction 


des Doppel-Integrals ermöglicht wird. 
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Es ist kaum nöthig zu bemerken, dafs es öfters zweckmäfsiger ist, 
statt y, die Veränderliche x zu eliminiren und d‚S durch Integration nach y 
abzuleiten, so dafs 


— dz( y)dy- Const. ) ist. 


Enthält #’ nur eine der Veränderlichen, so ist auf gleiche Weise zu 
verfahren. 
Die Anwendung auf die folgenden Fälle, welche, wie ich glaube, be- 
sondere Beachtung verdienen, wird weitere Auseinanderseizungen ersparen. 
36. 
Es sei zunächst wieder 
z = ar-+by 


und nun 


1 
= (mx 
also 
dz 


Die Grenzen, zwischen welchen dieser Ausdruck genommen und später nach 2 in- 
tegrirt werden mufs, sind die in ($. 17.) angegebenen. Es findet sich also die Formel 


dy 
def 12y) (ma-+n)(uy+v) 


(2) (mz + na) 4 vb — auf) 
| fi) dz log 
| mu>+ anu+bmv aus) 
Diese Formel wird vollständig symmetrisch, wenn die obere Grenze y(.) 


constant ist. Nach einigen leichten Umformungen findet man 


"dr "fax by). 


(uz-+ vb — auf) (mz+ na) 
mus + + bmv abv(m&+n) 
| f(z)dz (m2-+na — mbn)(mz 
lo 
| mus + anu + bmv abn (un-+-v) 
muz+ anu + bmv 5 + un —bmn) (u> + bv — auf) 
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Für <&=n7=x% folgt hieraus 


def F ray), +») 


muz+ anu +bmv abnv 


Setzt man hierin m—u, n=rv, a—=b und 


= 


ma m. mz + lo s(1+ 


Zur Verification leite man hieraus 


2a 


so folgt 


ab und verbinde diese Formel mit der in ($. 33.) gefundenen, dann wird man 
zu folgender bekannten Gleichung gelangen: 


— — li(e”°). 


0 


37. 
Indem wir das obige Argument beibehalten, möge 


(Ar + By+C)” 


(er + 
gesetzt werden. Alsdann ergiebt sich 


IS — dz Ba) x + Bz + 
br-u+l (ab — Ba) x + + 


Setzt man der Kürze wegen 


Ab— Ba A,, Bz-+-Cb 
ob— —= B,, Pz-+-yb = Pı, 


2%) (Ar By + C)” 
def f(ax by) 


by(V) 


20 * 


da. 


so ergiebt sich 
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Die Integration nach .r läfst sich immer unbestimmt ausführen, wenn entweder 
m, oder m— u, oder u 

eine ganze Zahl ist. In diesen Fällen kann also die Reduction des Doppel- 

Integrals vollständig geschehen. Die allgemeine Ausführung kann hier jedoch 

nicht Platz finden und wir müssen uns auf die Betrachtung einiger speciellen 

Fälle beschränken. 


Es sei 
A=— . B=0, +1, 
e—=+1, P=—l, u=n, 


Dann ergiebt sich aus obiger Formel: 


Setzt man 


und liegt n zwischen O und 1, so geht das Integral nach = in 


J sinnn 


über und man erhält also die in ($. 13.) gefundene Formel wieder. 


Zu einem zweiten Beispiel wollen wir annehmen: 
A=B-=I0, u—N. 


Hier ist 
dr 
IS — 
; 
oder 
b"-1dz N 1 


1) (aß —ab) Ba) Ast 


Nach der allgemeinen Formel ist also 


29 by) 


Const.|. 


1 


| 
H 
| 
3 
= 
ya 
& 
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Diese Formel wird vollständig symmetrisch, wenn y(x) constant ist. Man 


findet dann 
flartby) 


ar! 


1 astbn 


Ist hier <= — x» und verschwindet f(z) für x, so ist 


flartby) 
(ez+ay)"—! de | (Ba dz. 
35. 


Die letztere Gleichung führt zu einer weitern Relation. Setzt man 
nämlich re und erinnert sich, dafs 


eax—by 

— dz 
def (er + (@3 +0) (Az +b) 

ist, so erhält man aus der Vergleichung beider Resultate: 
Nur wenn a1 ist, werden die im vorigen Paragraph gefundenen 

Formeln unbrauchbar. In diesem Falle aber findet man direct: 


dz — Pa) 4- by) + Const.!. 


dS — 


Ist z. 9. x(x) constant, so sich 


4, Azs+by+(be— Pu) 


b azt+ay+(aß—eb)n 


as+bn a Az-+hy+(ba— Pu) ” 
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Für die bisherige Form des Argumentis sei weiter 
Fa,y) = 
so findet sich 


dz 2axz 


und wenn die drei sich ergebenden Werthe von dS zwischen den bekann- 
ten Grenzen integrirt werden, so erhält man, nach einigen Umformungen, die 
Gleichung 


ds —e "ds 
Rab 2, dz 
0 ag 
as+bn 


bn 
Wenn s=n7=x ist, so folgt hieraus: 


F def f(ac + — de}. 


39. 


Endlich wollen wir noch annehmen, es sei 


F(z, erxtny cos vy). 
Dann erhält man 


(bm—an)x-+n: 
ds 1 bu — c+vz 
b _ ( wu ) + dx 


dS — . cos 


und wenn man die Integration ausführt, 


lx 
S— (bm — 
d (bm — an)” + (bu — av)? (dm an) cos 


(bu— av) 
b 


(bm—-an)x+nz 


+ (bu — av) sin Const... 


Dehnt man diese und die darauf folgende Integration nach & auf die 
früher angegebenen Grenzen aus. so findet sich, nach einigen Verwandlungen: 


|, 
. 
| 
| 
% 
A 
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1 ag mn 


ro! |(an—bm) cos 24 (av—bu) sin — 


b 
(bm—an)s-tHn: 
(bm— an)’+(bu—av a&+bn R 
(dm—an)w(z )+n 


Ist hier y(x) constant, so geht die Formel in 


m 


f(2) an) cos (bu—arv) sin e' .dz 


— an) cos (bu—av)&+tvz 


b 
— (bu—av)sin (bu e .dz 
(bm— an)’+bu—av)” aö+bn 
bn 
(an—bm)n+mz 
+-(av —bu) sin .dz 


über. Setzt man in dieser Formel & und ») unendlich grofs und betrachtet m 
und n als negativ, so verschwinden, wenn f(z) für z—= »x endlich bleibt, 
die beiden letzten Integrale und man erhält 


0 


1 
= J bm— an) cos +(bu—ar) sin— z)e‘ dz 
((an—bm) cos -+-(av—bu) sin 2) de, 


1) 0 
| 0 
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Sind aufserdem noch u=»v==0, so ergiebt sich 


0 


bm — an) fiz)e ET f{z)e' dz. 


Setzt man dagegen m—=n==(, so erhält man 


af f(ax by)cos(u@--vy)dy 


4. 
Diese Resultate sind nur Einzelheiten einer allgemeineren Formel. Be- 
zeichnet wieder F'(x,y) eine gegebene Function der beiden Veränderlichen, 
so erhält man gemäls ($.17.), nach einigen naheliegenden Umformungen: 


| def by) F(@,y)dy 


wo (3) die einzige, und vorkommende reelle Wurzel y 


der Gleichung 
2 —by 


ist. 
Wenn (x) = n eonstant ist, so wird (2) = n, und die Gleichung 
erhält. wie man sieht, eine durchaus symmetrische Form. 


Wir beschliefsen die Betrachtung des linearen Arguments mit dem 
folgenden besondern Falle. 


Das Integral 


(ax fix +y) dy 


i 


0 
hu | 
T X 
U. s. w. 
- 
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- geht durch Anwendung des bisherigen Verfahrens in 
über, läfst sich aber auch mit Hülfe des in ($. 6.) angeführten Kowrierschen 
Theorems, wie bekannt, durch die Quadratur 


I(m)I(n) zrtr!f(z)dz 
I(m-+n) (a3 + ec)" (bz+e)" 


darstellen. 


Vergleicht man diese beiden Ergebnisse mit einander und beseitigt das 
auf die Veränderliche z sich beziehende Integralzeichen. so ergiebt sich 


(2 — dr I (m) ym+n—i 
oder, wenn man die Symmetrie elwas mehr hervortreten lälfst: 
(2 + 2)" — Im) 


so dafs die Darstellung eines weitern bestimmten Integrals durch Gamma- 
functionen gefunden ist. 


41. 
. 
Nehmen wir an, es sei Ba und 


so ist 


dS —= (m+#) +- Const. |. 


folglich 


wo wieder IR die Wurzel der Gleichung 
0 
ist. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLV. Heft 2. 21 


. 
» 
25 


158 7. Winckler, über doppelte Integrale. 


Für dasselbe Argument & sei ferner 


Fia,y) = enter, 
so ist 
dz (az?+2bz-+e). C 
dS — — (as 4- onst.|; 


also erhält man 


R de +2öxyHeysdy 
0 0 


x (az?+2b2+0) (z dz (a2?+2b2+0) 


az’ az’ +r2bz+c 

Eben so wird das Doppel-Integral auf Quadraturen gebracht, wenn für 

— noch 

ist. Ist ferner 


+by+e 


und 

F(x,y) 2* y" 
so finden sich, wenn m und n zwei positive ganze Zahlen bezeichnen, drei 
einfache Integrale für das entsprechende Doppel - Integral. 


42. 

Die Resultate des vorigen Paragraphs sind nur einzelne Fälle der fol- 
genden aligemeinen Formel. Bezeichnet p(z) die einzige reelle, zwischen 
x(0) und ; vorkommende Wurzel y der Gleichung 

)y+7 -) —(, 


—d 


und setzt man zur Abkürzung 


so findet sich, nach ($. 19.) 


| (ea — +yz—e\ 

| | 
| F(— —d ‚y) F(y). 
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by(0)-+e by—Pe 


=/ (ab — Pe} F(x)dı 


a)? — ab) +ay — F(y)dy 
Y 
as+bnte 
ap—ab 
— ob) -- ay — ac} F’(y)dy. 
Bn+y ab=apß 


Diese Formel wird durchaus symmetrisch, wenn man = (0) = n, 
also auch y(z2)=n setzt. 


Wenn das Argument die in den ($. 22. und 23.) vorausgesetzte Form 
hat, so findet sich in gleicher Weise die verallgemeinerte Formel 


- 


5 F(x) dx F (a) da 


F(y)dy 


ey(0): 


wo zur Abkürzung 


— br +Yy(ez+(b’— ac) 


Fiy) = ‚y) 


gesetzt wurde und Y(2) die Wurzel der Gleichung 


br + _ 
a 


y-.(= 


| 

\ 

x 
21* 


160 7. Winckler, über doppelte Integrale, 


ist. Wenn %(z) constant, also p/z2)—=n ist, so wird auch diese Formel 
vollkommen symmetrisch. 

Aehnliche Formeln für die Transformation der Doppel- Integrale findet 
man für die übrigen bis jetzt betrachteten Ausdrücke von 2. Ich mufs mich 
jedoch hier auf das oben Mitgetheilte beschränken. 


43. 
Es sei 
z 
Da diese Form bis jetzt nicht betrachtet wurde, so mag Folgendes vorausgehen. 
Bezeichnet n irgend eine positive, ganze Zahl, so wird die Ordinate 2 
(Fig. 6.) ein Minimum, wenn man 


entweder 2, = +(2n-1)n, 
oder + ann, Yo 


setzt. Maxima finden nicht Statt. Die Minimumwerthe sind einander gleich, 
und zwar ist jeder 


Für z==e erhält man eine gerade Linie, deren Projection mit der x Axe 
zusammenfällt, und zugleich eine Curve, deren Gleichung 


3 
ist. Diese Curve, welche insbesondere zu bemerken ist, hat ein Maximum 
yo für © = +(2n--1)n, und ein Minimum y = für 
—= +?2na. Sie durchschneidet die z Axe, wenn = +(2n-1)4n ist. 


Zwischen der Curve und der z Axe kommen nur geschlossene Curven vor, 
und diese redueiren sich zuletzt auf einzelne Puncte. Aufserhalb derselben 
befinden sich periodisch fortlaufende Curven, welche sich mit wachsendem z 
stets mehr von der x Axe entiernen und in abnehmenden Schwankungen in 
Curven übergehen, deren Gleichung sich nahezu durch 


bcos.r 


ausdrücken läfst. 
Dies vorausgesetzt, wollen wir nun 


F(2,y) = sinz 


113 
> 
| 
ac 
Fi 
- E 
\ 
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setzen. Dann ist 
sin.r dr 


also 

dS — |— beosz + y((z — e)a-- b’cosx”)| -+- Const.!. 

Die Bestimmung der Werthe, zwischen welchen dS für eine gegebene 
Curve y= y(x) zu nehmen ist, hat mit Rücksicht auf die obigen Andeu- 
tungen keine Schwierigkeit und setzt nur die Auflösung der Gleichung 

ay(z) +2by(z)cosc --c—z = 0 

voraus. 

Auch die Grenzen der Integration nach & lassen sich leicht finden. 


Wir betrachten jedoch hier den speciellen Fall 
Für die geschlossenen Curven besteht dS aus zwei einander gleichen 
Theilen. Die Grenzen nach x werden für einen solchen Theil durch 


bestimmt. Wenn man also den entsprechenden Werth von dS verdoppelt und 
die gehörigen Zeichen nimmt, so ist jener erste Theil des Doppel- Integrals 


, 


ac—b? 


a 


Für den Theil, welcher den bis zur Ordinate »; sich erstreckenden Curven 
entspricht, sind die Grenzen nach x: 


0, 


und nach 2: 
0, a —2bn--e. 


Folglich ist der zweite Bestandtheil 


+b+ylaz+b’— ac) 


Endlich sind, wie leicht zu sehen, für den dritten Theil die Grenzen nach .r durch 


2—ce—.an? 
2bn 


0 und — 


gegeben und es ist die Integration nach 2 
von any —2bm+c bis an+2bn-+e 


\ 
| 
| 

| 
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zu erstrecken, so dafs jener dritte Theil 


[(z)log 


an 


n.dz 


wird. 
Nach einigen leichten Umformungen findet sich 


Wenn f(2) für 3=—= x verschwindet und „= x gesetzt wird, ergiebt 
sich 


ac) 


ac—b 2 


a 


Ist hier a=1, b=r, so erhält man 


dx --2ry cosc+r")sinedy 22) dz. 


0 0 


Wir fügen noch hinzu, dafs, wenn man das Doppel- Integral auf den 


Raum der geschlossenen Curven beschränkt, 
b 


2— sınx 


b+y(az+b’— ac)\” 
Jlog 


ac—b" 


ist; woraus für die Werthe für a, b, 
folgt. 
44. 

Es sei für denselben Ausdruck von 2: | 

= cos«, 


so wird 


dx 


| 
| 
.dz | 
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oder 
x 


Beschränkt man sich auch hier auf ha Pal 

sen, 
so bleiben die Grenzen nach & und x dieselben wie im vorigen Paragraph 
und man erhält für den ersten, auf die geschlossenen Curven sich beziehenden 


Theil des Doppel -Integrals: 


ac—b? 
Der zweite Theil wird Null, der dritte aber 
z—ctan? 


ant—2bn+e 
Man erhält also die Gleichung 


I coszdy 


an?+2önte 23 —c+an 


57 f(z)arc cos 2; 


ac—h? 
a 


| 


wo ebenfalls n>2-— angenommen ist. 


Nähert sich f(z) für =» der Null, so findet man hieraus 


ac—b? 


(1.) f(ay’+2by — f(z)dz, 


0 0 


und für a=1, b=—r, c=rt: 


f(y’ — cos2dy —= 3% f(3) da. 


0 


Auch ergiebt sich 


oder, wenn man die Integration nach y unbestimmt ausführt und reducirt: 


u cos.rdr bcos.r gt ac 


Führt man dagegen zuerst die Integration nach & aus, so ergiebt sich 


0 


y y’+c?) 


——-- Lonst.). 
0 
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Daraus erhält man z.B. 


dy 


Beschränkt man das Doppel-Integral auf den Raum der geschlossenen Curven, 
so findet sich nach einigen Transformationen: 


2 X 


0 ac—b? 


a 


Wir fügen noch hinzu, dafs die Verbindung der Gleichungen (1. und 2.) 
zu der bemerkenswerthen Relation führt: 


/ "dx 2 


0 


— sinx 


Schlielslich ist zu bemerken, dafs sich leicht auch folgende Formel findet: 


u. s. f. 
Diese Ergebnisse sind wieder nur einzelne Fälle einer allgemeinen Re- 
ductionsformel, bei welcher x durch die Gleichung 
(Pz —p)cos2 + = 0 
gegeben und sodann 
= Rcos&” 
ist. und wo P, @, R, p, g rationale Functionen von y, m und n aber zwei 


posilive oder negative ganze Zahlen sind. Der Raum gestattet die Mittheilung 
der Resultate nicht. 


45. 
Man selze, es sei 
— acosr 


so hat die entsprechende krumme Fläche (Fig. 7.) in allen Puncten Maxima 
und Minima. für welche 


): 


| 
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und diese die Maximum- und Minimumwerthe selbst sind 

= 
Die für cosz,. cosy,. ... angegebenen Werthe müssen ebenfalls doppelte 
Zeichen bekommen; jedoch sind nur die folgenden Zeichenverbindungen 
zuläfslich:: 


Maxima Minima 
+ _— 
+ — _— — 
+ 


Für alle zwischen +2, und +a liegenden Werthe von 2 erhält man ge- 
schlossene Curven. Für 2=+u ergeben sich yerade Linien, welche, mit 
der y Axe parallel, durch die Puncte —=0, +7, +2n,... gehen; und aufser 
diesen noch unendlich viele Curven, deren Gleichung 
+a = acos& bsinzcosy--esinxsiny 

ist. Diese Curven sind insbesondere zu bemerken. Zwischen ihnen und den 
mit der y Axe parallelen geraden Linien, für welche = +. wird, befinden 
sich die bezeichneten geschlossenen Curven. Für alle zwischen —a und --u 
liegenden Werthe von x ergeben sich periodisch nach der Richtung der y Axe 
fortlaufende Curven. Ferner ist leicht zu sehen, dafs die durch die Puncte 
(2, y,) gehenden und mit der x Axe parallelen Geraden Symmetrie - Axen 
sämmtlicher Cnrven sind. 

Dies vorausgesetzt, lassen sich nun viele Formen von F'(x,y) ange- 
ben, für welche d‚S eine endliche Form bekommt. Eine derselben ist z. B. 

cos sin.” cosy“siny’, 

wenn die Exponenten ganze Zahlen sind und an — u—v die Form 24-1 hat, 
wo k irgend eine posilive oder negative ganze Zahi ist; die Null mit ein- 
begriffen. Wir beschränken uns auf einige besondere Fälle. 


Es sei m =u=r=( und n=1, so ist 


sin.edr 
dS — +de v(— (a’+b°+ + 2azcos +b’+c?— x?) 
also | 
dz az — +b?+e?) cos.ır 
dS — + Jare sin 


Die Bestimmung der Werthe von x und &, zwischen welchen dieser 
Ausdruck für eine gegebene obere Grenze y(x) zu nehmen ist, hat, wie in 
Crelle’s Journal f. d. Math. Bd. XLV. Heft, 22 


4 
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den vorhergehenden analogen Fällen, keine Schwierigkeit und setzt nur die 
Auflösung der Gleichung 
acosr esinzsiny(2)—x 0 
voraus. Hieraus erhellet, dafs das Doppel-Integral, zwischen irgend diesen 
oder jenen veränderlichen Grenzen, stets auf Quadraturen gebracht werden 
kann; desgleichen in welcher Art dies geschehen muls; was, soviel mir be- 
kannt, noch nicht auf diese Weise bemerkt wurde. Die allgemeinen Formeln 
aber werden, selbst in dem vorliegenden Falle, sehr weitläuftig und finden 
hier nicht Raum. 
46. 
Wir betrachten nur den besondern Fall, in welchem 
= 2ı 
ist. Die Rechnung wird wesentlich abgekürzt, wenn man erwägt, dafs sich 
die Summe der Elemente, welche das Doppel-Integral innerhalb dieser Grenzen 
umfalst, auch ergiebt, wenn man dasselbe nach y, statt es zwischen O und 27 
zu nehmen, auf das Intervall zweier auf einander folgenden Symmetrie - Axen, 
also von y, bis y,-- ausdehnt und dann verdoppelt. Die Abscissen x der 
Durechschnittspuncte dieser Axen und der Curven, sowohl der geschlossenen, 
als der periodisch fortlaufenden, werden durch die Gleichung 
az+ ec?) 2?) 
bestimmt. Nach der obigen Bemerkung ist also 


"def — 2 f sin2.dy, 


0 


cos. = 


und man erhält für die zwischen y, und y,--: liegenden Theile jener beiden 
Arten von Curven durchgehends denselben Werth von ds‘, nämlich 
Dieser Ausdruck, mit f(z) multiplieirt und dann nach & zwischen den beiden 
äufsersten Werthen +y(a°--5°--c*) integrirt, giebt also die Gleichung 


f 


0 


+Y (a?+b2+e2) 


2 2 2 d: 
+b +e ) —y(a?+b?+c?) 


welche Gleichung zuerst von Poisson (1819) gefunden wurde. 


| 
; 
| 
0 
> 
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Beschränkt man sich auf die erste Gruppe geschlossener Curven. und 
bezeichnet zur Abkürzung die beiden Werthe 


abtangy. tey(b’+c’— a*tangt.r?) 
e? 


bezüglich mit cosy, und cosy,, so ergiebt sich 


def fca cos2 
Yı 


2rı V(a ?+b?+e?) 
= fie) de. 


a 


Für «=0 findet sich hieraus 


+tarccos 
—arccos 
fiz)d2. 


0 
Ist endlich noch &=0, e—=1, so erhält man 


S def" wsiny).sine.dy == dz; 
wie leicht auch direct zu finden ist. 


47. 
Auf ähnliche Weise lassen sich die Doppel-Integrale redueiren. in 
welchen z einen der Ausdrücke 
asinz + b aysinc+b 
aycoscH+ß’ 
oder (asin@ --b)(esiny-+ verbunden mit = cos” sin x" cosy“ sin 

asine+bsiny-+re 

u. s. f. bezeichnet, wo m, n, u, v ganze Zahlen sind und »r oder « von der 
Form 2k--1 ist. Die Anzahl solcher Fälle ist unbegrenzt. 

Die bisher entwickelten Resultate, welche der Aufmerksamkeit des 
Lesers zu empfehlen sein dürften, scheinen den Nutzen des Verfahrens, durch 
welches sie erlangt wurden, hinreichend darzuthun. Weitere solche Ergeb- 
nisse, so wie die Reductionsformeln, welche ich für dreifache Integrale 
gefunden habe, wird die nächste Abhandlung enthalten. 


Carlsruhe. 1851. 
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Transformation dreifacher Integrale dureh Änderung 
der Integrationsfolge. 


(Von Herrn Dr. 4. Winckler, Grofsherzoglich- Badischem Ingenieur zu Carlsruhe.) 


Fü: mehrfache Integrale zwischen eonstanten Grenzen gewährt schon 
die blofse Verlauschung der Integrations- Veränderlichen eine der fruchtbar- 
sten und, da sie die gegebene Function ganz unverändert läfst, eine der 
einfachsten Transformationen. Sind die Grenzen veränderlich, so giebt es, 
wie bekannt, mehrere Methoden, dieselben in constante zu verwandeln, so dafs 
die Integrationsfolge auch in diesem Falle willkürlich ist. Die Function unter 
den Integralzeichen bleibt aber dann nicht mehr dieselbe, sondern erfährt Ver- 
änderungen, welche von dem angewendelen Verfahren abhängig sind. 

Von besonderem Interesse scheint die Aufstellung von Regeln zu sein, 
welche. wenn man ihnen folgt, es gestalten, bei Integralen zwischen ver- 
änderlichen Grenzen, ganz wie bei Integralen zwischen eonstanten Grenzen, 
eine beliebige Aufeinanderfolge der Veränderlichen festzusetzen, ohne dafs die 
Function unter den Integralzeichen davon auf irgend eine Weise berührt würde. 
Für doppelte Integrale habe ich diese Aufgabe früher gelöset. Hier soll es 
für dreifache Integrale möglichst allgemein geschehen. 

Die Regeln, welche sich ergeben werden, sind zwar, schon wegen der 
in den Grenzwerthen liegenden. Allgemeinheit, nicht in allen Fällen sehr ein- 
fach; indessen scheint die zu Grunde liegende Transformation, weil keinerlei 
willkürliche Bestimmungen darin eingehen und die Aufgabe sich unmittelbar 
darbietet. elementar zu sein und deshalb den andern Methoden vorgehen 
zu müssen. 

Der allgemeinste Ausdruck eines dreifachen Integrals zwischen ver- 
änderlichen Grenzen läfst sich, wie bekannt, in «acht andere Integrale zerlegen, 
deren jedes mit Null anfängt und welche daher insgesammt von der Form 


(1.) y, 2)dz 


sind. Mit dieser Form werden wir uns beschäftigen, aber, um den Gang der 
Entwickelung nicht zu unterbrechen, voraussetzen, dafs überall wo Unstetig- 
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keiten oder mehrförmige Ausdrücke noch andere Betrachtungen erfordern, die 
in Rede kommenden Functionen, soweit sie in das Bereich der Integration 
fallen, stetig und einförmig sein sollen. 

Unter dem dreifachen Integrale (1.) stelle man sich einen Raum vor, 
welcher von drei rechtwinkligen Coordinaten- Ebenen einer krummen Fläche, 
deren Gleichung 3=#(x,y) ist, einer Cylinderfläche, deren Gleichung 
und einer mit yz parallelen Ebene, welche die x Axe in der Entfernung S 
schneidet, begrenzt wird, und in welchem eine Masse verbreitet ist, deren 
Dichtigkeit — f(x,y,z) in jedem Puncte einen andern Werth hat. Durch 
diese Vorstellung wird die Betrachtung einfacher, als die rein analylische; denn 
es wird dadurch jede Integrationsfolge einfach nur zu einer andern Art der 
Theilung eines gegebenen Raums. 

Zur schrittweisen Ausführung der Integration giebt es für ein drei- 
faches Integral 1.2.3 —6 verschiedene Anordnungen, d. h. geometrisch ge- 
sprochen: wenn man die Integration nach einer der drei Axen zur ersten 
macht, so können die Integralionen nach den beiden andern Axen auf 
zweierlei Weise angeordnet werden. 

Dies reicht hin, ohne Schwierigkeit die gewünschten Transformationen 
ausführen zu können. 

Wie bei (1.) sei s die Variable der ersten Integration, aber . die 
der zweiten. Der Zerlegung des Raums in zwei Theile, deren einer ein 
Rechteck, der andere ein krummlinig begrenztes Dreieck in der xy Ebene 
zur Basis hat, entspricht die Trennung des dreifachen Integrals in zwei andere. 
deren Grenzen beziehlich 
(1.) Nach z von Obis#(x,y); nach.c vonObiss$; nach y bisy(S) 
sich erstrecken und wo 

— A(y) aus der Gleichung y = (x) 


zu nehmen ist. Man erhält also folgende Transformationsgleichung: 


(2.) 7 2)dz 


auf welche es RA 


| 
3 
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2. 

Nimmt man jetzt an, die erste Integration beziehe sich auf die Ver- 
änderliche y, die zweite auf 2, so entspricht dieser Anordnung ebenfalls eine 
Zerlegung des Raums in zwei Theile. Sie sind aber jetzt durch eine cylin- 
derische Fläche von einander geschieden, deren Erzeugungslinien, mit der 
y Axe parallel, die #3 Ebene nach einer Curve schneiden, deren Gleichung 
z—N(x,y(x)) ist. Die beiden entsprechenden Integrale sind 


(1.) Nach y von O bis (x); nach z von 0 bis d(a,x(x#)); nach x von O bis £, 
2.) - - 0 - - - 6(2,0); 


zu nehmen. wo y=w(x,2) aus der Gleichung 3=#(z,y) abzuleiten ist. 
Demnach findet sich die Gleichung 


(3.) F "dx f 


0 


Soll wieder y die erste und dagegen & die zweite Integrationsverän- 
derliche sein, so nimmt das Resultat eine etwas weilläuftigere Gestalt an. Das 
Volumen (Taf. IV. Fig. 1.) ist alsdann in fünf Theile zu zerlegen, die sich ergeben, 


wenn man zunächst, wie im vorigen Falle, die Cylinderfläche & = 4 (x,x(x)) 
construirt, dann durch die Puncte 


150050, 
Ebenen parallel mit xy legt und die Durchschnittslinien fixirt, welche die 


beiden letzteren Ebenen mit der Cylinderfläche bilden. Die Grenzen der ein- 
zelnen Integrale sind 


(1.) Nach yvonObisy(#); nachx von O bis$; nachzvon 0 

2) - -09- - - aß); - - 0(0,200)), 
3) - -09- - - 08,0), 
(4) - - - w(a,2); - - - (0,2); - - 080) - 6(0,x(0)), 


- - - - - 0(0,x(0)) - 0(0,0) 
zu erstrecken, wo 


— n(z2) aus der Gleichnng = #(#,/(2)) 
und 


x 
zu nehmen ist. 


| 


y(0.x)aus der Gleichung —= 
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Diese Transformation ‚giebt also folgende Formel: 


(4.) 


) 


(2) 0 A(:,0) 0 


(0,40) 
durch welche die Aufgabe im Allgemeinen gelöset ist. 


3. 

Es sind noch die beiden Fälle übrig. in welchen die erste Integration 
sich auf die Variable x bezieht. 

Es sei zunächst z die Veränderliche der zweiten Integration. Dann 
mufs das dreifache Integral aus drei Bestandtheilen zusammengesetzt werden. 
Die Trennungsflächen (Fig. 2.) der entsprechenden Theile des Volumens er- 
geben sich, wenn man durch die Curve 2=#(S,y) eine eylindrische Fläche 
legt, deren Erzeugungslinien mit der = Axe parallel sind, und aufserdem durch . 
den Punct (S,%($)), parallel mit &2, eine Ebene. 

Die Grenzen der diesen drei Räumen entsprechenden Integrale sind 
(1.) Nach x vonObis 5; nachs von O0 bis 0(&y); nach y von 0 bis y(£&), 
2.) - - - - - = 
auszudehnen, wo 2==g(y, 2) die Auflösung der Gleichung 3 —=#(x, y) darstellt. 

Dies vorausgesetzt, ergiebt sich für die verlangte Transformation die Gleichung 


+ d d fiz,y,2)de. 


Soll x die Veränderliche der ersten Integration bleiben, dagegen y zu 
der der zweiten werden, so nimmt die Gleichung eine weitläuftigere Form 
an; denn das dreifache Integral ist dann bei der Aufeinanderfolge der Inte- 


172 8. Winckler, über dreifache Integrale. 


gralionen in neun andere Integrale zu zerlegen. Die denselben entsprechenden 
räumlichen Bestandtheile erhält man, wenn man sich, aufser den im vorigen 
Falle bezeichneten Theilungsflächen, noch vier auf zy (Fig. 3.) parallele Ebenen 
vorstellt, welche durch die Puncte 

gehen; und dann eine BEE; Fläche, deren Erzeugungslinien, mit der 
x Axe parallel, insgesammt durch die Curve gehen, deren Gleichung 

= ist. 
Die Bestimmung der Lage der neun Raumtheile hat alsdann keine 

Schwierigkeit, und es genügt, zu bemerken. dafs die entsprechenden Integrale 
wie folgt zu nehmen sind: 


(1.) Nach von O bis &; nachyvon 0  bisy(&); nach z von 0 bis #(£,4(0)), 
3) - 2); - (&,2) - x(8); - - (8,0), 
(5.) - - y(y,2); - - 0 - w(0,2); - - 0(0,2(&)) - 0,0), 
(6.) - - 0 - 369); - - - - 0 - 
0) - 418 - - 6(0,2(0)) - 6(0,x(8)), 


wo y=&(3) 


durch die Gleichung 2 


Hieraus findet sich folgende Gleichung: 


(6.) 


Te 0 


&) 
+/ def | "fia,y,2)dr. 


In diesen sechs Formeln ist die vollständige Lösung der Aufgabe enthalten. 


bestimmt 


wird. 


(3,0) 
2) p(y 2 95,28) 20) 
+/ dz fx, y,‚z)dr dy "fa,y, z)dz 
v 
4 / dz / d (x dz dyf fa,y,2)de 


| 
3 
: 
€ 
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4. 
Man sieht leicht, dafs die reen-analytische Herleitung dieser Resultate 
manche, wenn auch nicht bedeutende Schwierigkeiten haben, jedenfalls aber 


weitläuftiger sein würde. 
Aus den obigen Gleichungen lassen sich viele specielle Resultate, ähnlich 


denjenigen, welche ich früher bei den doppelten Integralen bemerklich machte, 
ableiten. Hier wollen wir uns auf die folgenden einfacheren Fälle beschränken. 
1°. Wenn z(2)—n, #(a@,y)—={ constant ist, so fallen alle Glieder. 
mit Ausnahme jedesmal des ersten, weg, und es ergiebt sich der Satz, dafs 
für constante Grenzen die Integrationsfolge willkürlich ist. 
2°. Es sei in der Formel (3.) die Function f von y unabhängig. In 
diesem Falle geht sie in 


— z)dz + far f [(1,2).w(x,2)dz 


über. 
3°. Ist in (5.) die Function f von x unabhängig, so erhält man 


LIE 


Ally), Y) 
4°. Enthält die Grenze 6 nur die Veränderliche =, so folgt aus (4.): 


wo 2==g(z) aus der Gleichung #(xr) zu nehmen ist. 


5°. Enthält # nur die Veränderliche y, so findet sich aus (5.): 


Crelle’s Journal f. d,M. Bd. XLV, Heft 2. 
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6°. Unter derselben Voraussetzung erhält man aus (6.) 


fr 


wo aus der Gleichung —#(y) sich ergiebt. 


©. Nimmt man an, in der eben gefundenen Gleichung sei die Func- 
tion / von x unabhängig, so folgt 


dz fiy; 2) dy + dz f 2) dy 


20) 20) 
+/ de /? fiy;2)A(y) f de 
yo 


Ss. Wı 


Siultgart. den 


3. August 1852. 


. 
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9, 
Notiz über einen elementaren Satz der Statik. 


(Von dem Herrn Ingenieur Dr. A. Winckler zu Carlsruhe in Baden.) 


Di systematische Darstellung der elementaren Stalik, welche die 
Lehrbücher auf verschiedenen Wegen anstreben, würde, wie es scheint, we- 
sentlich gefördert werden, wenn schon gleich im Anfange das allgemeine 
Gesetz der virtuellen Momente eingeführt und in den einzelnen Fällen be- 
gründet würde. 


Die Möglichkeit davon ist leicht zu sehen. Es ergeben sich schon 
beim Parallelogramm der Kräfte die Sätze über die statischen und virtuellen 
Momente aus den Projeclionen der Kräfte auf zwei senkrechte Axen, und es 
folgen daraus, fast ohne Weiteres, die Sätze über die parallelen Kräfte. 


Bezeichnen nämlich P und O zwei auf einen Punct wirkende Kräfte 
und A ihre Resultante; legt man durch jenen Punct eine gerade Linie, welche, 
etwa aufserhalb des Winkels (PO) liegend, mit den Kräften P, O, R resp. 
die Winkel «, 5, e macht, und projieirt die Kräfte auf diese und auf eine 
darauf senkrechte Gerade, so findet sich unmittelbar: 

Rsine = Psina-- Osindb, 
= Pcosa-+ Ocosb. 

Bezeichnet ferner d die Entfernung eines auf jener Geraden ange- 

nommenen Punctes C vom Angriffspuncte A, und setzt man 

dcosa=y, Jcosb=y, 
so sind p, g, r die Hebels-Arme und p', g', r’ die virtuellen Geschwindigkeiten 
der Kräfte in Bezug auf den Punct EC, welche mit den sin. und cos. der 
Winkel a, 5, ce gleiche Zeichen haben. 


Dies vorausgesetzt, erhält man die Gleichungen 


Rr — Pp 04; 
— Pp 
durch welche die Resultante der Gröfse und Richtung nach bestimmt wird. 
23 * 
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Hieraus ergeben sich nun auch die Gleichungen für die parallelen 
Kräfte. wenn man den Durchschnittspunet A der Richtungslinien der Kräfte 
auf CA, von C hinweg ins Unendliche fortrücken läfst, während die Kräfte P,Q ' 
und die Hebels- Arme unveränderlich bleiben, wogegen p’, g’, r', ohne Ende 
wachsend, stets mehr und mehr einander gleich werden. 


Alsdann findet sich nemlich: 
I. Wenn der Winkel (PO) < 90 ist, aus 
Rr' — Pp'--0Qyg die Gleichung R = P-V0. 


(Die Gleichung für die statischen Momente bleibt, wie in den folgenden 
Fällen, unverändert.) 


2. Wenn (PO) > 90 und P>0 ist. also & näher an P als an Q) 
liegt, aus der diesem Falle entsprechenden Gleichung 


Rr' — Pp'— die folgende: 
3. Wenn (PO) > 90 und P=0 ist, also R den Winkel der beiden 


Seitenkräfte halbirt, aus der entsprechenden Gleichung 

Rr — Pp'— Py', die Resultante R = (0. 
Der Angriffspunct dieser Mittleren, welche in einer auf der der beiden 
Seitenkräfte senkrechten Richtung wirkt, liegt im Unendlichen; ihr 
Werth ist Null und man sagt daher, zwei gleiche entgegengesetzte 


parallele Kräfte haben Aerne Mittelkraft. Ihr Moment aber behält stets 
den Werth Pp--g). 


Wie beim Parallelogramm, läfst sich das Verfahren auch auf beliebige 
Kräfte in einer Ebene, auf das Parallelepiped und auf beliebige im Raume 
wirkende Kräfte, allmälig fortschreitend, anwenden; was keiner weitern Aus- 
führung bedarf. 

Einen so einfachen Gegenstand berührt zu haben, möge der Umstand 
rechtfertigen, dafs auch Posson in seine Mechanik (T. I. no. 43, 44, 50.) zwei 
verschiedene Herleitungen der obigen Sätze über die parallelen Kräfte auf- 
genommen hat. 


Carlsruhe, den 12. November 1852. 
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Lehrsätze. 
(Von Herrn Prof. J. Steiner zu Berlin.) 


1. „Frieht man aus den Ecken a, b, c eines gegebenen Dreiecks 
durch einen in seiner Ebene liegenden unbestimmten Punct p Strahlen, 
welche die Gegenseiten beziehlich in den Puncten a,, b,, c, /reffen, und 
verlangt, es soll das Product 

ap: bp-cp — pb,-pcı 
sein, so ist der Ort des Puncts p diejenige dem Dreieck abe umgeschrie- 
bene Ellipse, welche den Schwerpunct desselben zum Mittelpunct hat. 

Ist also insbesondere das Dreieck gleichseilig, so ist der Ort von » 
der umschriebene Kreis. 

2. „Werden durch irgend einen Punct p in der Ebene eines 
gegebenen Dreiseits ABC diejenigen drei Geraden rr,, ss,. tl, gezogen, 
welche beziehlich von den Seiten A und B, B und C, C und A begrenzt 
und durch den Punct p gehälftet werden, so liegen ihre drei Paar End- 
puncte r,r,; allemal in irgend einem Kegelschnitte Ö’, welcher 
nothwendigerweise den Punct p zum Mittelpunct hat. Und zieht man 
ferner aus demselben Puncte p Strahlen «, 5, y nach den Ecken a, bh, « 
des Dreiseils und construr! in jeder Ecke zu den zwei anliegenden 
Seiten und dem jedesmaligen Strahle den vierten, dem letztern zuge- 
ordneten, harmonischen Strahl, beziehlich a,, 9, und y,. so werden diese 
drei neuen Strahlen in den respectiven Ecken des Dreiecks allemal von 
einem solchen Kegelschnitte C} berührt, welcher jenem Kegelschnitte C’ 
ähnlich ist und mit ihm ähnlich liegt, so dafs die sich entsprechenden 
Axen beider Keyelschnitte parallel, eben so ihre Asyınploten, falls sie 
Hyperbeln sind.” — „Umgekehrt ist durch jeden dem Dreieck abe um- 
geschriebenen Kegelschnitt C} der Punct p, so wie der ihm zugehörige 
Keyelschnitt C* bestimmt. Somit giebt es nur einen Pol p, für welchen 
der zugehörige Kegelschnitt CÜ* ein Kreis wird, oder bei welchem die 
drei Geraden rr,, ss,, ti, einander gleich werden; derselbe wird durch 
den dem Dreieck abc umgeschriebenen Kreis bestimmt.” Ferner: 


> 
+ 
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„Sollen die Kegelschnitte und insbesondere gleichseitige 
Hyperbeln sein, so ist der Ort des Pols p eine bestimmte Gerade H; näm- 
lich sind a,, b,. c, die Fufspuncte der aus den Ecken a, b, ce auf die 
Gegenseiten A, B, Ü ygefällten Perpendikel, so liegen die drei Schnitte 
der Geraden a,b, und Ü, a,c, und B, b,c, und A in einer Geraden — 
und diese ist die genannte Gerade H.’ Und 

„Soll insbesondere Ü) eine Parabel sein, so zerfällt C? in zwei 
Gerade, etwa rst und r,s,t,, welche jedesmal der Parabel- Are parallel 
sind und ygleichweit vom Pol p abstehen. Für diesen Fall ist der Ort 
des Pols p diejenige Ellipse, welche die Seiten des gegebenen Dreiecks 
in ihren Mitten berührt und somit den Schwerpunct desselben zum Mittel- 
punct hat” U. s. w. 

3. Bei allen einem Kegelschnitte C* eingeschriebenen rechtwinkligen 
Dreiecken bac, weiche den Scheitel « des rechten Winkels gemein haben, 
gehen bekanntlich die Hypotenusen dc sämmtlich durch irgend einen bestimm- 
ten Punet p. Somit entspricht jedem Puncte @ in Ü” auf diese Weise ein 
bestimmter Punet ». Über den Punect p und dessen Beziehung zu dem Puncte « 
ist unter andern folgendes Nähere anzugeben. 


„Der Ort des Puncts p ist ein Kegelschnitt ©}, welcher dem ge- 
gebenen Ü* ähnlich und mit ihm ähnlichliegend und concentrisch ist; und 
zwar sind a und p stets symmetrische homologe Puncte beider Keyel- 
schnitte in Bezug auf deren gemeinsame Haupt-Axe A; d. h. der Winkel 
zwischen den nach a und p gezogenen Halbmessern wird allemal durch 
die Axe X gehälftet’ — Ferner: ‚Sind «, die Halb-Axen von und 
ct, die Halb- Axcen von so ist 


und A = oder 


„Die in jedem Puncte p an ygeleyte Tangente bildet in eine Sehne 
b,c,, welche durch p gehälftet wird und gerade doppelt so grofs als die 
Gerade ap ist, so dafs der über b,c, beschriebene Kreis den Kegelschnitt C’° 
im entsprechenden Puncte a berührt; d. h. die gesammten Tangenten des 
geben in alle diejenigen Sehnen b,c,. welche Durchmesser solcher 
Kreise sind, die den C’ berühren, und jedesmal berühren jene Tangente 
und dieser Kreis die. beiden Keyelschnitte C} und C’ in einem Paar sich 


- 
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entsprechenden Puncten p und a.’ — Zieht man in Ü” eine beliebige 
Sehne de, welche den ©} in irgend zwei Puncten » schneidet, so schneidet 
der über derselben beschriebene Kreis den C* in den entsprechenden zwei 
Puncten a. 

4. Die Mittelpuncte aller Kreise, welche in einer Ebene durch zwei 
feste Puncte « und a, gehen, oder die Sehne ««a, gemein haben, liegen in 
einer die Sehne in ihrer Mitte, etwa «,, rechtwinklig durchschneidenden Ge- 
raden AA,. Die auf entgegengesetzten Seiten der Sehne liegenden Theile 
dieser Geraden bezeichne man durch A und A,, und demgemäls jeden Kreis 
durch A’ oder A}, je nachdem sein Mittelpunet in A oder A, liegt; der be- 
sondere Kreis aber, dessen Mittelpunet in @, liegt, oder welcher die Sehne wa, 
zum Durchmesser hat, heifse A). Eben so unterscheide man in Rücksicht 
irgend zweier andern festen Puncte 5 und d, die durch dieselben gehenden 
Kreise durch B° und DB}, und bezeichne den besondern Kreis, welcher bb, 
zum Durchmesser hat, durch B}. Alsdann läfst sich ein Satz wie folgt 
aussprechen: 

„Send in einer Ebene irgend zwei Nehnen aa, und bb, in belie- 
biyer fester Lage gegeben und man beschreibt über denselben je ein Paar 
solcher Kreise A’ und B’, oder A} und B}, deren Centriwinkel über den 
respecliven Sehnen einander gleich sind, so geht die gemeinschaftliche 
Secante (die Linie der gleichen Potenzen) jedes dieser Kreispaare stets 
durch einen und denselben bestimmten Punct p; und beschreibt man ver- 
wechselt je ein Paar solcher Kreise A’ und B}. oder 4} und B’, deren 
Centriwinkel über den Sehnen ebenfalls einander gleich sind, so geht die 
gemeinschaftliche Secante jedes dieser Kreispaare durch einen andern 
bestimmten Punct q; und diese beiden Puncte p und y liegen in der ye- 
meinschaftlichen Secante der besondern Kreise A} und B}.’ 

9. Unter allen einem vollständigen Vierseit eingeschriebenen Kegel- 
schnitten befindet sich nur eine Parabel P?; sei ce ihr Brennpunct und p, g, r, s 
ihre Berührungspuncte mit den Seiten des Vierseits. Seien ferner « und « 
die Brennpuncte irgend eines andern dem Vierseit eingeschriebenen Kegel- 
schnitts 4°, so wie 9, 91, 7, sı die Berührungspuncte der aus denselben an 
die Parabel gezogenen zwei Paar Tangenten. In Bezug hierauf hat man fol- 


senden Salz. 
„Das Rechteck unter den Abständen der heiden Brennpuncte a, « 
jedes dem WVierseit eingeschriebenen Kegelschnitts A’ vom Brennpuncte c 
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der Parabel P’ ist constant (an Inhalt), und zwar gleich der Quadrat- 
wurzel aus dem Product der vier Leitstrahlen, welche aus dem Brenn- 
puncte der Parabel nach ihren Berührungspuncten mit den Seiten des 
Vierseits gehen.” Und ferner: „Legt man aus den beiden Brennpuncten a, « 
jedes eingeschriebenen Kegelschnitts A’ an die Parabel P’ die zwei Paar 
Tangenten, so ist das Produet der vier Leitstrahlen, welche aus dem 
Brennpuncte ce der Parabel nach den Berührungspuncten (pı, Fı, Sı) 
dieser Taangenten gehen, ebenfalls constant, und zwar gleich jenem vor- 
genannten Produete. Also ist: 
ca.ca — consl. 


| 


y(ep-ey-er.cs). 

Insbesondere sind also auch die Rechtecke unter den drei Paar Strahlen, 
welche aus dem Brennpuncte der Parabel nach den Gegenecken des Vierseits 
gezogen werden, an Inhalt einander gleich, und zwar auch gleich der ge- 
nannten Quadratwurzel. 

6. Der vorige Satz ist übrigens nur eine specielle Folge des nach- 
stehenden Satzes. 

„Sind a und «, b und 5, ce und y die Brennpuncte irgend dreier 
demselben Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte, so findet zwischen ihren 
gegenseitigen Abständen allemal die Relation Statt, dafs z. B. 

ac-ac ay-ay 
be-ße 
ist.” Sind nun e und 7 insbesondere die Brennpuncte der Parabel P* und 
ist y der unendlich entfernte, so wird der Bruch rechts =1, und daher 
ac-ac —= be:Pc —= const.; 
was dem vorigen Satze (5.) gemäls. 
Berlin. im Mai 1852. 
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Combinatorische Aufgabe. 


(Von Herrn Professor Dr. J. Steiner zu Berlin. ) 


a) Weiche Zahl, N, von Elementen hat die Eigenschaft, dafs sich 
die Elemente so zu dreien ordnen lassen, dafs je zwei in eener, aber nur in 
einer Verbindung vorkommen? Wie viele wesentlich verschiedene Anordnungen. 
d.h. solche, die nicht durch eine blofse Permutation der Elemente auseinander 
hervorgehen, giebt es bei jeder Zahl? 

6) Wenn ferner die Elemente sich so zu vieren verbinden lassen 
sollen. dafs jede drei freien Elemente, d.h. solche, welche nicht schon einen 
der vorigen Dreier («.) bilden, immer in eönem aber nur in einem Vierer 
vorkommen, und dafs auch keine 3 Elemente eines solchen Vierers einem der 
vorigen Dreier angehören; so entsteht daraus keine neue Bedingung für die 
Zahl N. 

c) Sollen die Elemente sich’ weiter so zu Fünfern combiniren lassen. 
dafs je vier unter sich noch freie Elemente, d.h. welche keinen der zuvor 
gebildeten Vierer (d.) ausmachen, noch einen der früheren Dreier («.) ent- 
halten, immer in einem, aber nur in einem Fünfer vorkommen, und dafs ein 
solcher Fünfer keinen der schon gebildeten Dreier noch Vierer enthält: welche 
neue Modification erleidet dann die Zahl N? 

d) Und sollen die Elemente sich ähnlicherweise so zu Sechsern ver- 
binden lassen, dafs zu je fünf unter sich noch freien Elementen ein bestimmtes 
sechstes gehört, aber keiner der so gebildeten Sechser einen der früheren 
Dreier oder Vierer oder Fünfer enthält; welche Beschränkung erleidet dann 
die Zahl N? 

e) Eben so sollen Siebner gebildet werden, so dafs zu je sechs unter 
sich freien Elementen ein bestimmtes siebentes gehört, aber ein solcher Siebner 
weder einen der vorigen Dreier, noch Vierer, noch Fünfer, noch Sechser ent- 
hält. Und so soll fortgefahren werden, bis etwa für die Zahl N die Unmöglichkeit 
höherer Verbindungen dieser Art eintritt. Zudem soll auf jeder Stufe die allge- 
meine Form der Zahl N, für welche die geforderten Combinationen möglich 
sind, angegeben, so wie umgekehrt gezeigt werden, ob bei jeder Zahl von der 
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aufgefundenen Form, die geforderten Verbindungen auch in der That möglich 
sind. — Wenn z. B. in Rücksicht der ersten Bedingung («.) allein die Zahl 
N von der Form 6n--1 oder 6n--3 sein mufs, so ist zu beweisen. dafs 
für jede Zahl von einer dieser zwei Formen auch in der That die N Elemente 
sich auf die geforderte Art zu N (N — 1) Dreiern verbinden lassen. Nämlich 
aus den gestellten Bedingungen folgt leicht, dafs 


die Zahl der Dreier — 

- - Vierer — en, 

- Sjebner — NN 31) 


2.3.4.5.6.7 
u. Ss. w. ist. 

Auf die vorstehende Aufgabe wurde ich vor etwa sechs Jahren ge- 
legentlich durch eine geometrische Betrachtung (bei Untersuchungen über die 
Doppeltangenten der Curven vierten Grades) geführt. Diese Betrachtung gab 
wohl einiges Licht über die Natur der verlangten Combinationen, aber sie ge- 
nügte doch nicht, den Gegenstand vollständig aufzuklären. Der für die Mathe- 
malik leider zu früh verstorbene Dr. Eisenstein, welchem die Aufgabe vor 
längrer Zeit mitgetheilt worden, sagte mir später, dafs er aus dem Falle («.). 
den er vorerst allein in Betracht zog, einige Anwendungen auf Beispiele der 
Wahrscheinlichkeitsrechnung machen könne. — Man kann die Aufgabe auch 
figürlich so stellen. dafs man sich unter den N Elementen eben so viele 
in einer Ebene beliebig liegende Puncte denkt, welche unter analogen Bedin- 
gungen zu Dreiecken (a.), Vierecken (d.),. Fünfecken (e.), u. s. w. verbunden 
werden sollen. 


Berlin, im November 1852. 
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12. 


Aufgaben und Lehrsätze. 


(Von Herrn Professor Dr. J. Steiner zu Berlin.) 


1. a) „Soll ein Keyelschnitt beschrieben werden, welcher eine ge- 
gebene Curve vierlen Grads in irgend vier Puncten und nebstdem noch 
eine in derselben Ebene gegebene Gerade berührt, so ist die Zahl der 
Lösungen — 252.” Oder allgemeiner: 

b) „Soll ein Kegelschnitt eine gegebene Uurve vierten Gruds in 
irgend vier Puncien und zudem eine (in derselben Kbene) gegebene 
Curve n'” Grads in irgend einem Puncte berühren, so ist die Zahl der 
Lösungen im Allgemeinen, 

— 126n(n-1).” 

2. Es giebt, im Allgemeinen, 126 Keygelschnitte, welche eine gege- 
bene Curve vierten Grads in irgend vier Puncten berühren und nebst- 
dem durch irgend einen gegebenen Punct gehen.” 

3. „Es giebt, im Allgemeinen, 63 Kegelschnitte, welche eine be- 
liebige Curve vierten Grads in irgend einem auf ihr gegebenen Puncte 
und nebstdem in noch irgend drei andern Puncten berühren. 

4. „Es giebt, im Allgemeinen, 756 solche Kegelschnitte, welche 
eine beliebige Curve vierten Grads in irgend einem Puncte, a, vierpunctig 
und zudem in irgend zwei andern Puncten, b und ce, einfach (d. h. zwei- 
punctig) berühren.” ‚Die 756 Berührungspuncte a ordnen sich zu 12 
und 12 in 63 bestimmte Gruppen und durch die 12 Puncte jeder Gruppe 
geht je eine Curve dritten Grads” — ‚Welche Beziehung haben diese 
63 Curven dritten Grads zu einander ?” 

5. „Wie viele solche Puncte, a, giebt es in einer allgemeinen 
Curve vierten Grads, in welchen sie von einem Kegeischnitte sechspunctig 


berührt wird?” 
|Nach einer gewissen Betrachtung sollte die Zahl der verlangten Puncte 


— 324 sein; allein es fallen von denselben in jeden Wendungspunct der ge- 
gebenen Curve eine bestimmte gleiche Menge, denen keine eigentliche Kegel- 


schnitte entsprechen, sondern dieselben werden durch die doppelt gedachte Wen- 
24 * 
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dungstangente vortreten. Fielen nun in jeden Wendungspunet etwa 8 oder 9 
der gedachten Puncte, so blieben noch 132 oder 108 eigentliche Lösungen 
übrig; wie viele fallen in jeden? Durch ein gleiches Verfahren habe ich 
früher die 27 Puncte, «@, bestimmt, in welchen die Curve dritten Grads von 
einem Kegelschnitte sechspunctig berührt wird (Bd. 32. S. 182 dies. Journ.). 
Dabei fielen von den 54 Puncten, welche die allgemeine Betrachtung anzeigt, 
in jeden Wendungspunet drei, so dafs nur 27 blieben. ] 

6. a) Wie viele solche Puncte, a, giebt es in einer Curve 5", 6‘, 
7°”, ... Grads, in welchen dieselbe von einem Kegelschnitte sechspunctig 
berührt wird? 

b) Wie viele solche Puncte giebt es in einer Curve vierten Grads, 
in welchen sie von einer Curve dritten Grads 10punctig berührt wird? Und 
allgemein, wenn m >n: 

c) Wie viele solche Puncte giebt es in einer Curve »n‘“" Grads, in 
welchen sie von einer Curve n'”" Grads 4(n-+1)(n + 2)punctig berührt wird? 

7. a) Einen Kegelschnitt zu finden, welcher eine gegebene Curve 
fünften Grads in fünf Puncten berührt. Wie viele Lösungen giebt es? — 
Dals die Zahl der Lösungen ansehnlich grofs sein mufs, erhellet aus dem 
obigen Satze (1. a.), der als ein specieller Fall anzusehen ist, und wobei die 
Zahl der Lösungen schon 252 beträgt. aber gleichwohl bedeutend geringer 
sein wird, als für den allgemeinen Fall. 

b) Wie viele Kegelschnitte giebt es, welche eine gegebene Curve 
6", 2... m" Grads in fünf Puneten berühren ? 

8. „Durch jeden beliebigen Punct p in der Ebene einer Curve 
n'‘" Grads gehen, im Allgemeinen, 3n(n—1) Krümmungskreise der letz- 
tern.” Liegt der Punct p insbesondere in der Curve selbst, so ist der 
ihm zugehörige Krümmungskreis dreifach zu zählen, oder die Zahl der 
durch ihn gehenden Krümmungskreise ist um 2 geringer. — So gehen also 
z. B. durch jeden Punct in der Ebene eines Kegelschnitts, im Allgemeinen, 
6 Krümmungskreise, und wenn der Punct in ihm selbst liegt, nur 4. 

9. „Soll ein Kreis eine gegebene Curve in irgend zwei Puncten 
berühren und zudem durch einen in ihrer Ebene gegebenen Punct p 
gehen, so giebt es, im Allgemeinen, 

Lösungen.” — Ist also die gegebene Curve vom 2", 3”, 4”, 5”, ... Grad, 
so ist die Zahl der Lösungen beziehlich 4, 36, 132, 340, .... — „Wenn 


. 
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der Punct p insbesondere in der gegebenen Curve selbst liegt, so wird 
letztere von 

n(n--1)—4 
lösenden Kreisen in p selbst berührt, und dann ist jeder von diesen 
Kreisen doppelt zu zählen, oder die Zahl der Lösungen wird um eben 
so viel verringert.” 


10. ‚Soll ein Kreis durch zwei gegebene Puncte gehen und nebst- 
dem eine gegebene Curve n’”" Grads berühren, so finden, im Allgemeinen, 


n(n-+1) 


Lösungen statt. 
Berlin. im November 1852. 
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13. 


Eine Erweiterung der Malfattischen Aufgabe. 
(Von dem Herrn Prof. Dr. Schellbach zu Berlin. ) 


In ein sphärisches Dreieck LMN drei Kreise zu beschreiben, von 
denen jeder die beiden andern und zwei Seiten des Dreiecks berührt. 


Die den Ecken Z, M, N gegenüberliegenden Seiten des Dreiecks 
mögen /, »n, n heilsen. Die Entfernungen der Berührungspuncte der Kreise 
und des Dreiecks von diesen Ecken bezeichne man durch A, u, v. Setzt 
man dann 

= s, 


I—s—=a, m—s 


s—-h=rT, u=y, 


also 
a-b-c=s, 


so erhält man leicht folgende Gleichung: 


(1) cosacosycosz sSinasinysinz 
sins zu; 


Sucht man jetzt aus der Gleichung 


(2) cosa@cosbcose sine sind sine 
coss sin s 


— 1 


den Winkel «, so finden sich aus den Gleichungen 


(3.) cos(y+2) = und cos(y— 2) = 


cos (s—4(@—.a)) 


die Gröfsen y und z. 


Die Gleichung (2.) löset man bekanntlich durch Einführung eines 
Hülfswinkels % auf, den man aus der Gleichung 


(4) = tebtge.cots 


— n —s=c, 
\ 
| 
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berechnet. Man findet dann 


(3.) 


COSY 
cosb cose 


Mit Hülfe rechtwinkliger sphärischer Dreiecke lassen sich die Gleichungen 
(3. 4. und 5.) construiren. 


Eine gehörige Vertauschung der Buchstaben giebt aufser den Gleichun- 
gen (1. und 2.), entsprechend, noch zwei andere Gleichungen. Bei dieser 
Auflösung braucht s nicht die Summe «-+-b-+-c darzustellen, sondern kann ein 
beliebiger Bogen sein. 


Berlin. im October 1852. 


Druckfehler und Verbesserungen in diesem Hefte. 


s. 105 2. 7 v. o. st. gelegt 1. zerlegt 

— 105 — 14 v. o. st. welches 1]. welche 

— 103 — 14 v. u. st. eine der |. gleichzeitig die 

— 104 — 9 v. o. st. dasselbe ]. gleich 

— 104 — 9 v. u. füge man bei: zu bestimmen, 

— 105 — 10 v. o. statt der Gleichung ]. im BRBERUNn mehrere Doppel- Integrale von 


4X) 


— 106 — 10 v. u. st. cost |. cosie.r 
— 112 — 2 v. u. st. umgehrte |. umgekehrte 
— 116 — 11 v. u. st. der Axen |. den Axen 
— 117 — 10 v. o. st. Constanten und 1. Constanten, 
— 124 — 6 v. u. st. Y[abz+b’m+ 2b(bm — an)|n 1. — an)n] 
— 126 — 8 v. o. st. (ace—b°)n 1. (ace—b*)n? 
— 126 — 10 v. o. st. arc sin ac l. arc sin a 


\b+Y(b’—.ac) I; b-+ v(b’—.ac) 


— 127 — 3 v. u. st. 4log b— y(b’—.ac) 


ae) 
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Ss. 131 Z. 9 v. u. st. der |. ein 
— 
— 141 — 14 v. u. st. z I. der x2 
— 147° — 10 u. 11. v. o. statt der vier Integrale kann ıman die folgenden setzen: 
— — dz (z— a) (2 — ef") 
ab ees+Pn dz 
(3 


— 151 — 


15 — 


— 159 — 
— 159 — 
— 1645 — 
— 169 — 
— 11 — 


(3) 


12 v.o. sı. v—al. 


Iv.0. 


3 St. Kuß—eb) a "+ay—ac) |. (aß —ab)y+ay— ac! 
> v. 0. st. eb) |. ab)y+ay—ar) 
3v.0o.8. 

> v. o. st. -Ebenen einer I. -Ebenen, einer 

9 v. u. st. der Zeile (3.) |. | 


- - - 0,y) zu) = 20) 


) A(0,v) (v,2) 
. 171 Z. 4 v. u. füge bei 2)dır 


— 172 — 


26) 
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14. 


Uber einige neue Bestimmungs- Arten der Curven 
zweiter Ordnung nebst daraus folgenden neuen 
Eigenschaften derselben Curven. 


(Von Herrn Professor Dr. J. Steiner zu Berlin.) 


(Auszug aus einem am 4. März 1852 in der Akademie der Wissens. gehaltenen Vortrage.) 


1. 


D:. zwei hier zunächst folgenden Bestimmungs-Arten der Kegelschnitte 
sind den bekannten beiden Erzeugungsweisen derselben. nämlich durch die 
Brennpuncte oder durch den einen Brennpunct und die zugehörige Leitlinie, 
gewissermaflsen analog und umfassen sie als besondere Fälle. Die erste Art 
besteht darin: dafs, statt die Summe oder Differenz der nach den Brennpuncten 
gezogenen Leitstrahlen als gegeben anzunehmen, hier die Summe oder Dil- 
ferenz zweier Tangenten, welche aus dem beschreibenden Puncte an zwei 
feste Kreise gezogen werden, als gegeben angesehen wird. Bei der zweiten 
treten an die Stelle der Leitlinie irgend eine Anzahl beliebige gegebene Ge- 
rade, auf welche aus dem beschreibenden Puncte Perpendikel gefällt und mit 
dem Leitstrahl nach dem einen Brennpuncte, so wie mit dem aus diesem letztern 
auf dieselben Geraden herabgelassenen Perpendikel in bestimmtes Verhältnifs 
geseizt werden. Die daraus hervorgehenden beiden Sätze lauten wie folgt. 

I. ‚Sind in einer Ebene irgend zwei Kreise A’, B’ gegeben und 
man ziehl aus einem wellkürlichen Puncte X, an jeden kreis eine Tan- 
genie «, 9 und verlangt, es soll entweder die Summe, (@--/), oder der 
Unterschied («— oder a) dieser Tangenten einer gegebenen Länge I 
gleich sein, so ist der Ort des Punctes X, allemal irgend ein Kegel- 
schnitt C”, welcher jeden der beiden Kreise doppelt berührt (reell oder 
imaginär), und von dessen Axen immer die eine oder andere auf der 
Mittelpunctslinie AB der Kreise liegt” Und umgekehrt: „Werden einem 
gegebenen Keygelschnitte Ü’ irgend zwei ihn doppelt berührende Kreise 
A’ und B° eingeschrieben, deren Mittelpuncte A und B jedoch in der 
nämlichen Axe desselben legen, so haben die aus jedem Puncte X, des 
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Kegelschnilts an die Kreise gezogenen Tangenten «, stets irgend eine 
bestimmte Länge I entweder zur Summe oder zum Unterschied; und 
zwar findet im Allgemeinen beides statt, nämlich der Kegelschnitt wird 
durch die Berührungspuncte mit den Kreisen in vier Bogen getheill und 
für zwei dieser Bogen findet Summe («-- P=T[), dagegen für die beiden 
andern Unterschied («— oder P—a=!) statt.” 


II. ‚Sind in einer Ebene beliebige n Gerade G,, @;. @;,, ... @, 
und irgend ein Punct A gegeben und werden die aus einem willkürlichen 
Puncte X auf die Geraden gefällten Perpendikel x,, X, &;,.... x, be- 
ziehlich durch die aus dem festen Puncte A auf dieselben Geraden her- 
abgelassenen Perpendikel a,, @;, 4;, .... a, divedert, die erhaltenen Quo- 
tienten respective mit gegebenen Üoefficienten &,, .... &, multiplieirt, 
und wird verlangt, es soll die Summe dieser Producte gleich sein dem 
aus A nach ÄX gezogenen Leitstrahll AX—= x dividirt durch eine ge- 
gebene Länge a, also es soll 


sein, so ist der Ort des Puncts X allemal irgend ein Keyelschnitt C’, 
welcher den Punct A zum Brennpunct hat, und von welchem der Krüm- 
mungshalbmesser r im Scheitel der Haupt-Axe durch die n Coefficienten 
und die Länge a unmalttelbar bestimmt ist, nämlich es ist 


eben so hängt die dem Brennpuncte A zugehörige Leitlinie @ des Kegel- 
schnitts ©’ nur von den n Üoefficienten (und den festen Elementen) ab, 
so dafs, wenn man die Länge a nach einander alle Werthe, von O bis x, 
annehmen läfst, dann eine solche Schaar Kegelschnitte U? entsteht, 
welche den Brennpunct A und die zugehörige Leitlinie @ gemein haben, 


und bei welchen der genannte Krümmungshalbmesser r zu der zugehörigen 
r 


Länge a constantes Verhältnifs hat, -—— + m, + 


ad 


Reduciren sich beim ersten Satze (1.) die gegebenen Kreise 4’, B’ 
auf ihre Mittelpuncte A, B und läfst man beim zweiten Satze (II.) alle ge- 
gebenen Geraden, bis auf eine, fort, so erhält man die Eingangs erwähnten 
zwei bekannten Sätze. 


| 
x x x r x : 
1 2 3 en 
a, a, a, 4, a 
E 


A 
Ri 
4 
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2. 


Zunächst will ich hier in Rücksicht des zweiten Satzes nur einen Um- 
stand kurz andeuten und sodann den ersten Salz einer ausführlicheren Er- 
örterung unterwerfen. 

Die genannte Leitlinie @ ist nämlich dadurch bestimmt, dafs sie in ge- 
wissem Sinne eine Axe möftlerer Entfernung ist, in Rücksicht der gegebenen 
n Geraden, deren zugehörigen Coefficienten und des Punctes A, und zwar 
in dem Sinne dafs. wenn «, und x, die aus den Puncten A und X auf die 
Linie @ gefällten Perpendikel sind, dann für jeden Punct A der Ebene stets 


ist. Die Leitlinie @ ist jedoch hierdurch nicht absolut, sondern vieldeutig be- 
stimmt. Denn da man in Rücksicht jeder der gegebenen n Geraden die beiden 
entgegengesetzten Seiten derselben durch die Zeichen — und — zu unter- 
scheiden hat, und da man diese Zeichen nach Belieben wechseln kann. so 
entstehen, durch diese Wechselung, bei denselben gegebenen Elementen 
(d.h. bei denselben n Geraden @,, .... denselben n Coöffieienten 
demselben Puncte A und derselben Länge «) viele verschie- 
dene Leitlinien @ und zugehörige Kegelschnitte C°, und zwar ist ihre Zahl. 
im Allgemeinen, —= 

So sind also z. B: bei nur zwei gegebenen Geraden @, und @,, auch 
zwei verschiedene Leitlinien, etwa @ und H, möglich; dieselben gehen beide 
durch den Schnittpunet jener Geraden und sind zu ihnen zugeordnet harmo- 
nisch, u. s. w. Ich übergehe hier die weitere Entwickelung dieses Gegenstandes. 

$. 3. 

I. Um nun den ersten Satz ($.1.1.) umständlich zu erörtern, wollen 
wir mit dem bestimmten Falle beginnen, wo die gegebenen Kreise A’ und B’ 
aufsereinander liegen, wie etwa (Fig. 1. Taf. V.) die Kreise Ua U,a, und VbV;b, 
über den Durchmessern UU, und VV,. und um die Mittelpancte A und B. 

Es ist erforderlich, folgende Elemente näher zu fixiren, so wie auf 
gewisse Neben - Umstände aufmerksam zu machen. 

Man bezeichne die (Gröfse der) Radien der Kreise A’, B° durch a', b'; 
den Abstand ihrer Mittelpuncte von einander, die Strecke AB, durch 2e; sei 
M die Mitte der Strecke AB, also MA—= MB=e. Die unbegrenzte Gerade 
UABN heifse Axe und werde durch X bezeichnet; U und U,, V und Y, 
seien die Endpuncte der in der Axe liegenden Durchmesser der Kreise. 
25 * 


r 
+ 
; 
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Man bezeichne ferner die Länge der aus den Puncten V und V, an den 
Kreis A’ gezogenen Tangenten beziehlich durch v und v,, und eben so die 
aus den Puncten Ü/ und ©, an den Kreis B* gehenden Tangenten durch u 
und ®,. Ist Radius a’ >Ö', so ist von den 4 Tangenten % die gröfste und 
u, die kleinste, nämlich ihre Folge ist: „> v, >v>u,. Die Gerade L sei 
die sogenannte Linie gleicher Potenzen der gegebenen Kreise, d. h. der Ort 
aller Puncte, aus denen die Tangenten «, $ an beide Kreise einander gleich 
sind, «= oder @&—P=0. Ferner seien R, R, die äufseren gemein- 
schaftlichen Tangenten der Kreise, und « und 5, a, und db, ihre Berührungs- 
puncte; ihr gegenseitiger Schnitt x ist der äulsere Ähnlichkeitspunct der Kreise. 
Eben so seien 8, 8, die innern gemeinschaftlichen Tangenten, « und /, 
oe, und ?, ihre Berührungspuncte; ihr Schnitt x, ist der innere Ähnlichkeits- 
punet der Kreise. Diese zwei Paar gemeinschaftlichen Tangenten werden durch 
die 8 Berührungspuncte, durch ihre gegenseitigen 4 Schnittpuncte y, 3, Yıs 
und durch die 4 Schnitte m, u, u,, m, der Linie Z so begrenzt, dafs die 
Abschnitte folgendermafsen einander gleich sind: 

1) = y md 

3) ma— mb = uz = uy, elc., und m; = my ua — uß etc. 
Daher stehen die Diagonalen yy, und 33, oder Y und Z des durch die vier 
gemeinschaftlichen Tangenten gebildeten vollständigen Vierseils RR, gleich- 
weit von der Linie Z ab, sind mit dieser zu der (dritten Diagonale xx, oder 
der) Axe A senkrecht, und in Rücksicht der Puncte y, & und m,. in welchen 
sie die letztere schneiden, ist m,y —=m,z. Die vier Berührungspuncte a, b, 
a,. b, der äufsern Tangenten R, R, liegen in einem Kreise M?, welcher den 
vorgenannten Punet M zum Mittelpunct hat. Eben so liegen die vier Be- 
rührungspuncte der beiden inneren Tangenten S, S, in einem 
andern Kreise HM’; und gleicherweise liegen die vier Wechselschnitte 9, Yı, 35 3ı 
der äufsern mit den innern Tangenten, nebst den Mittelpuncten A, B der 
gegebenen Kreise, in einem dritten Kreise M} um denselben Mittelpuncet M, 
der somit e—= MA zum Radius hat. Die aus dem Puncte M auf die Tan- 
genten R, R,. S, 8, gefällten Perpendikel haben beziehlich m, »n,, u, u, 
zu Fufspuncten, also ihre Fufspuncie auf der Linie L. 

Endlich sei N die Mitte der Strecke xx, zwischen den Ähnlichkeits- 
puncten x und x. Der mit Ne=Nxv,=n um den Punct N beschriebene 
Kreis N? heilst der Ähnlichkeitskreis der gegebenen Kreise A? und B°. 
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Il. Läfst man die bestimmende Länge 2 nach einander alle Werthe., 
von O bis ©, durchlaufen, so entsteht die ganze Schaar Ortseurven Ü’, oder : 
| S(C”), welche der obige Satz ($.1,1.) in sich begreift. Wie auch diese = 
| Curven die Ebene bedecken mögen, so ist doch klar, dafs durch jeden Punct X, 
| der Ebene nur zwei derselben gehen; denn sind «, % die Tangenten aus A, 
an A’, B°, so ist für die eine Curve = «--/ und für die andere !— — 
oder =P—c. Wie sich gleich nachher zeigen wird, ist für jede gegebene 
Länge / leicht zu entscheiden, ob die zugehörige Ortscurve Ü” Ellipse K', 
Hyperbel HM’, oder Parabel P* sei, und wie sich dieselbe näher gegen die 
Kreise A’, B° verhalte. Nämlich die Curve Ü° ist H’ oder E°, je nachdem 
die Länge << AB oder [> AB, und ist gerade = AB—2ec, so findet 
die einzige Parabel P*° statt. In Rücksicht ihres Verhaltens gegen die gege- 
benen Kreise zerfallen alle Hyperbeln in drei Gruppen, die durch @r(H}). 
Gr(H}) und @r(H/}) bezeichnet werden sollen; von ihnen, so wie von der 
Gruppe Ellipsen, @r(K°), sind folgende nähere Umstände anzugeben. 


1) Für die Werthe von !=0 bis !=«P (1.) entsteht die erste 
Gruppe Hyperbeln, @r(H/), sie beginnt (für 2=0) mit der Linie 4 (die 
man sich als doppelt zu denken hat, als Hyperbel, deren beide Zweige in der 
zweiten Axe zusammengelfallen sind) und endet mit dem Paar innere Tan- 
genten (SS;), für =oP=aP,. Von jeder H} liegt die Haupt- Axe auf 
der Axe X, und von ihren Zweigen umschliefst der eine den Kreis 4’, der 
andere den Kreis 3°; aber anfänglich berührt sie beide Kreise imaginär, bis 
!—=u, (l.) wird, wo sie den gröfsern Kreis A° in U, berührt, und zwar 
4punctig, so dafs er der Krümmungskreis in ihrem Scheitel U, ist; von da 
ab berührt die #4, den Kreis A’ in zwei reellen Puncten, aber den Kreis 3 
noch imaginär, bis = v und damit 2° ihr Krümmungskreis im Scheitel V 
wird; von da ab berührt M/ beide Kreise reell, bis zu ihrer Grenze (S8\). 
Die reellen Berührungspuncte aller AH} liegen also längs der Kreisbogen 
und 


2) Den Werthen von = aß bis = ab entspricht die zweite Gruppe 
Hyperbeln, @r(H}), sie beginnt mit dem Paar innere Tangenten ($;S,) und 
endet mit dem Paar äufsere Tangenten (RR,); von jeder AH} liegt die zweite 
Axe auf der Axe Ä\, und von ihren zwei Zweigen berührt jeder beide Kreise 
von Aufsen; alle vier Berührungspuncte sind stets reell und liegen in den 
„wei Paar Kreisbogen und a,a,, bf, und 


Pr 
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3) Hat Z die Werthe von !=ab bis != AB, so entsteht die dritte 
Gruppe Hyperbeln, @r(H;), beginnend mit den äufseren Tangenten (RR,) 
und endend mit der Parabel P°, die, wie schon bemerkt, dem Werthe = AB 
entspricht. und welche die Kreise etwa in den Puncten a und a,. b und b, 
berühren soll. Von jeder MA} wumschliefst der eine Zweig beide Kreise und 
berührt sie reell; ihre Haupt-Axe liegt auf A und die Berührungspuncte liegen 
in den Bogen wa und db und 

4) Hat endlich 2 die Werthe von 2 =AB bis !=», so entsteht 
die Gruppe Ellipsen, @r(E°), die mit der Parabel P? beginnt und mit einer 
ganz im Unendlichen liegenden Ellipse, — E,;, endet. Jede E? umschliefst 
beide Kreise, ihre Haupt-Axe liegt auf A’; anfänglich berührt sie jeden Kreis 
in zwei reellen Puncten, bis = ev, wird, wobei sie den Kreis 3° im Puncte V, 
vierpunctig berührt und ihn zum Krümmungskreise hat; von da ab berührt 
die £’ nur noch den Kreis A’ reell, bis /— x wird, wobei sie ihn im Puncte U 
vierpunelig berührt und zum Krümmungskreise hat; von hier ab sind alle Be- 
rührungen imaginär. Die reellen Berührungspuncte aller E&° liegen in den 
Bogen alla, und 

Bei diesem Durchlaufen der ganzen Schaar Ortscurven durch stetiges 
Wachsen der Länge /, durchläuft der Mittelpunet der Curve EC, der C heifsen 
mag. die Axe X in unveränderter Richtung, und zwar durchziehen die Mittel- 
puncte der verschiedenen Gruppen folgende bestimmte Strecken der Axe X. 
Bei der @r(H}) rückt der Mittelpuncet Ü von m, bis x,; bei der @r(H}) von 
v, bis x; bei der @r (HZ) rückt C, in gleicher Richtung. von x bis ins Unend- 
liche. bis zum Mittelpuncte der Parabel und bei der @r(E°) endlich 
kommt Ü aus dem Unendlichen. von €C,, nach U, A, ... bis zuletzt nach 
M zurück, so dafs dieser letzte Punct M gerade der Mittelpunct der letzten 
Ellipse &, ist. die dem Werthe =» entspricht und ganz im Unendlichen 
liegt. — Hiernach durchläuft der Mittelpunct C die ganze Axe X, bis auf die 
Strecke Min,: in dieser Strecke liegen Mittelpuncte imaginärer Ortscurven. 

Für jede gegebene Länge / sind die Berührungspuncte der zugehörigen 
Curve €° mit den gegebenen Kreisen A’ und B°, unter andern, wie folgt 
leicht zu construiren. Um z. B. die Berührungspuncte mit dem Kreise A? zu 
finden. trage man auf irgend einer Tangente des Kreises 3°, etwa auf der 
Tangente A, von deren Berührungspunet 5 aus die gegebene Länge / ab, 
nehme 55, —={: so schneidet der mit 35, um den Punct 3 beschriebene 
Hülfskreis 3) den Kreis A’ in den verlangten Berührungspuncten; und im 
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Falle er ihn nicht wirklich schneidet, so ist auch die Berührung imaginär, aber 
alsdann ist die Linie der gleichen Potenzen der Kreise 3} und A’ (d. h. ihre 
ideelle gemeinschaftliche Secante) zugleich die ideelle Berührungssehne von 
C” und 4’. Eben so findet man die Berührungspuncte von B° und EC’. Danach 
sind also z. B. auch die vorerwähnten Berührungspuncte a, a,. b. b, der Para- 
bel P* leicht zu finden, für welche man db, —= AB zu nehmen hal. Eben so 
sind die Berührungspuncte jeder der beiden Curven C°, welche durch irgend 
einen gegebenen Punct Ä, gehen, leicht zu erhalten; u. s. w. 

Il. Die Brennpuncte der S(C*) haben bemerkenswerthe Lage und 
sind insgesammt einem interessanten Geselz unterworfen. 

Die zweite Gruppe Hyperbeln, die Gr(H}), hat zum Ort ihrer 
Brennpuncte den Ähnlichkeitskreis N’, so dafs die Endpuncte jeder zum 
Durchmesser xx, senkrechten Sehne dieses Kreises, zugleich die Brenn- 
puncte einer H} sind. 

Von allen übrigen Ortscurven dagegen liegen die Brennpuncte in 
der Axe X, aber jede zwei zusammengehörige Brennpuncte sind zu den 
AÄhnlichkeitspunciten x und x, zugeordnet harmonisch. Danach mufs die 
Parabel P° den Mittelpunet N des Ähnlichkeitskreises zum Brennpunct haben, 
weil der ihm, in Bezug auf x und x,,. zugeordnete harmonische Punet im Un- 
endlichen liegt. Die mehrgenannte besondere Ellipse #, hat die Mittelpuncte 
A, BD der gegebenen Kreise zu Brennpuncten, denn dieselben sind zu x und x, 
harmonisch und stehen gleichweit vom Mittelpunet M der E? ab *). Ferner 
werden hierdurch auch die Brennpuncte jener besondern ersten Hyperbel MH, 
bestimmt, welche aus der doppelten Linie Z besteht (11. 1.), denn da die- 
selbe offenbar n, zum Mittelpunet hat, so sind y und » als ihre Brennpuncte 
anzusehen, indem sie zu x und x, harmonisch sind und gleichweit von u, ab- 
stehen, ym,—zm, (1.). 

Demnach sind die Brennpuncte aller Ortscurven folgendem gemeinsamen 
Gesetz unterworfen: 

„Das Rechteck unter den Abständen der beiden Brennpuncte, etwa 
f und f,, jeder Ortscurve C’ von dem Puncte N (dem Brennpunct der 
Parabel P? oder Mittelpunct des Ähnlichkeitskreises N?) ist constant, 


*) Bei jeder gewöhnlichen Ellipse redueirt sich der doppelt berührende Kreis, wenn 
sein Mittelpunct in einem Brennpuncte liegt, auf seinen Mittelpunct, d. h. sein Radius wird 
= (0 (s. Bd. 37. S.175 dies. Journals); die obige besondere Ellipse deren Umfang 
‚im Unendlichen liegt, macht also hierin eine Ausnahme. 
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und zwar — n’, d.h. gleich dem Quadrat des Radius des Ähnlichkeits- 
kreises, also stets [N.f, N 

Ist der Mittelpunet €' einer Ortscurve C” gegeben, so sind hiernach 
die Brennpuncte f und f, derselben bestimmt und leicht zu finden. Nämlich 
liegt € im Durchmesser xx,, so sind (wie bereits angegeben) die Endpuncte 
der in auf xx, rechtwinkligen Sehne des Kreises N? die verlangten Brenn- 
puncte. Liegt dagegen € auf der Verlängerung des Durchmessers, nach der 
einen oder andern Seite hin, so ist die aus C an den Kreis N’ gezogene 
Tangente gleich der Excentricität der zugehörigen Curve C’, so dafs der mit 
der Tangente um € beschriebene Kreis die Axe A in den verlangten Brenn- 
puncten f und f, schneidet. — Darauf gestützt, sind nun weiter auch die 
Axen der Curve Ü’, so wie die ihr zugehörige Länge / zu finden. Nämlich 
setzt man die bereits gefundene Excentricität Cf—=Cf,—=y, und bezeichnet 
die halben Axen der Curve durch « und ?, die Radien der Kreise A? und 


B’ durch a und db, statt wie oben (I.) durch «' und Öb', so ist im ersten Falle 


dagegen im andern Falle 
df:Af 
dort findet man «, hier zunächst 5°; an beiden Orten findet man die jedes- 
malige andere Axe aus der bekannten Relation zwischen «, % und y. Die 
Länge / wird bestimmt durch 

IV. Die Puncte, in welchen irgend eine Ortscurve Ü* die Kreise 4’, B? 
berührt, mögen beziehlich p und p,, g und g, heifsen. „Die Berührungs- 
sehnen pp, und yq, sind der Linie L parallel, stehen jedesmal gleichweit 
von ihr ab, und sind, wie sie, zur Axe X senkrecht; (und zwar findet 
dies auch in dem Falle statt, wo die Berührung imaginär und die Sehnen 
ideel sind). *) Und umgekehrt: ‚Jede zwei mit der Linie L parallele 
und von ihr gleichweit abstehende Gerade, sind die Berührungssehnen 
irgend einer Ortscurve C’ mit den gegebenen Kreisen A’ und B’>”’ — 
Ferner: „Die aus den Puncten p und p, an den Kreis B’ gezogenen 
Tungenten 9, sind den aus den Puncten y und q, an den Kreis 4? ge- 
henden Tangenten « gleich, und zwar sind beide gerade der, der Curve Ü’ 
zugehörigen Länge U gleich.” 


*) Dieser Satz befindet sich schon in einer früheren Abhandlung von mir, auf 
welche bereits vorhin verwiesen (Bd. 37. S.176 dies. Journals ). 
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„Die vier Berührungspuncte p, pı, 9, 9ı liegen allemal in einem 
Kreise M’, der den oftgenannten Punct M zum Mittelpunet hat.” Und 
umgekehrt: ‚Jeder um M beschriebene Kreis M’ schneidet die gegebenen 
Kreise 4’, B° in solchen zwei Paar Puncten, in welchen sie von irgend 
einer Örtscurve berührt werden. 

„Die acht Puncte, in welchen die gegebenen Kreise von je zwei 
Ortscurcen berührt werden, liegen jedesmal in irgend einem dritten Kegel- 
schnitte, etwa D’.’ So liegen also z. B. auch die acht Berührungspunele 
a, b, b, und 9, der zwei Paar gemeinschaftlichen Tangenten 
R, R, und 8, in irgend einem Kegelschnilte 9°." Und umgekehrt: „Legt 
man durch die vier Berührungspuncte p, pı. 4, 9, eimer Curve Ü’ einen 
beliebigen Kegelschnitt D’, so schneidet dieser die Kreise A’, B’ in solchen 
vier neuen Puncten p' und p,. y und q,, ım weichen sie von irgend einer 
andern Ortscurve, etwa beruhrt werden. 

„Die gegenseitigen vier Schnitipuncte je zweier Örtscurven C’ und C, 
liegen jedesmal in einem Kreise M;” und umgekehr!: „jeder um 
M beschriebene Kreis M’ schneidet jede Ortscurve C’ in vier solchen 
Puncten, durch weiche allemal noch irgend eine andere Ortscurve Ü, 
geht’ So schneidet also jede Curve Ü’ insbesondere auch die Tangenten R 
und Z2, in 4 solchen Puncten, welche in einem Kreise MM’ liegen, und zwar 
bilden die Tangenten gleiche Sehnen in der Curve; eben so verhält es sich 
mit den innern Tangenten Ö und 8;; und noch mehr: 

„Die vier Tanygenten R, R,, 8, 8, bilden in jeder Ortscurve C’ 
vier gleiche Sehnen, und zwar sind diese Sehnen gerade der jedesmaligen 
zugehörigen Länge I gleich, und ihre Mitien liegen sämmtlich ın der 
Linie L, und sind die Puncte m, ın,, u, ı,.” Danach sind für jede gegebene 
Länge sogleich diejenigen acht Puncte anzugeben, in welchen die vier Tan- 
genten R, R,,. 8, 8, von der zugehörigen Ortscurve geschnitten werden. 

Werden die zwei Paar Berührungspuncte »p und p,. g und g, jeder 
Ortscurve C° wechselseitig durch Gerade verbunden, denkt man sich die je 
vier Geraden PıYı gezogen, die „Wechselsehnen” heifsen 
sollen, so haben alle Wechselsehnen folgende gemeinsame Eigenschaft. 

Jede Wechselsehne bildet in den gegebenen Kreisen gleiche Sehnen; 
d. h. schneidet z. B. die Gerade py die Kreise A’ und B’ zum zweiten 
Mal, etwa in den Puncten und g", so ist stelis die Sehne pp' = 
Ferner: 

Crelle’s Journal d. M. Bd. XLV. Heft 3. 26 
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„Die Mitte, etwa m, jeder Wechselsehne liegt in der Linie L, und 
das aus dem Puncte M auf dieselbe gefüllte Perpendikel trifft sie in 
ihrer Mitte m. Daher berühren alle Wechselsehnen insgesammt eine 
Parabel, etwa W, welche M zum Brennpunct und die Linie L zur 
Tangente im Scheitel m, der Axe hat, und welche namentlich mit den 
Kreisen A’ und B’ die 4 Tangenten R, R,, 8, S, gemein hat (die selbst 
specielle Wechselsehnen sind).” 

Die Berührungstangenten der Curve C? und der Kreise 4° und B’, 
d. h. diejenigen Tangenten, welche in den Puncten p und p,, g und g, zu- 
gleich die Curve und die respecliven Kreise berühren, sollen P und P\, 
O0 und @, heilsen. Diese 4 Tangenten haben analoge Eigenschaften, wie die 
4 Puncte; indessen will ich hier nur einige davon angeben und die übrigen 
der späteren Betrachtung überlassen, wo statt der Kreise A’ und B° beliebige 
Kegelschnilte gegeben sind. 

Der Schnitt PP,. d.h. von P mit P,, heifse p, und der Schnitt 00, 
heifse p,; ferner mögen die Wechselschnitte PQ und P,Q,, PQ, und P,OQ 
beziehlich durch q und q,, v und r, bezeichnet werden, so dafs also p und p,, 
ga und q,, t und r, die Gegenecken des vollständigen Vierseits PP, @0, sind. 

„Die Punctey und y, liegen in der Axe X und sind stets zu den 
Ahnlichkeitspuncten x und x, zugeordnet harmonisch.” _ 

„Der Ort aller Wechselschnitte q, qı, t, tı ist der Ähnlichkeits- 
kreis N?” Hierbei ist ein Neben-Umstand zu bemerken. Die Tangenten P 
und P, werden einmal die äulsern ar; Tangenten der Kreise 
A’ und N’, wobei sie N*” in den Puncten v’ und r} berühren, und ein ander- 
mal werden sie die innern gemeinschaftliichen Tangenten derselben „ wobei 
sie N’ in den Puncten q und g, berühren: und alsdann haben die Berüh- 
rungssehnen vr, und g’q, die Eigenschaft, dafs sie den Kreis B’ in den 
Puncten V, und V berühren, indem dabei gleichzeitig die beiden Tangenten 
0 und ®, auf die jedesmalige Sehne fallen und die Curve C” den Kreis B? 
im betreffenden Puncte F, oder V vierpunctig berührt (1.). Umgekehrt: 
„Legt man an zwei aufsereinander liegende beliebige Kreise A’ und N’ 
die zwei Paar gemeinschaftlichen Tangenten, und zieht in dem einen oder 
andern Kreise, etwa in N’, die beiden Berührungssehnen vr) und g’g\ 
der Tangentenpaare, beschreibt über der Strecke V,V, welche diese 
Sehnen in der Axe X begrenzen, den drilten Kreis B?’, so haben die 
Kreise B’ und 4? den Kreis N’ zum Ähnlichkeitskreis.” 
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4. 


Wenn die gegebenen Kreise A’ und B° einander schneiden, oder der 
eine ganz innerhalb des andern liegt, so treten in Rücksicht der angegebenen 
Eigenschaften ($. 3.) gewisse Änderungen ein, oder neue Umstände hinzu. 
zu deren Verständnifs die Bedingungen für den beschreibenden Punet X, 
($. 1, I.) etwas umfassender gestellt werden müssen. Der allgemeinere Be- 
griff ist: dafs man die Potenzen des Punctes A, in Bezug auf die Kreise ins 
Auge falst (S. Bd. I. S. 163 d. Journ.). Da nun die Potenz eines Punctes X, 
in Bezug auf einen Kreis A? sowohl äufsere als innere sein kann, und als 
solche entweder durch das Quadrat der aus ihm an den Kreis gezogenen 
Tangente «, oder durch das Quadrat der halben kleinsten Sehne, etwa «,. 
die durch ihn geht, repräsentirt wird, je nachdem der Punct aufserhalb oder 
innerhalb des Kreises liegt: so kann also bei zwei gegebenen Kreisen A’ 
und 3° ebensowohl auch nach dem Orte des Puncts gefragt werden, für 
welchen die Summe, oder der Unterschied, oder P, — 
der durch ihn gehenden halben kleinsten Sehnen der Kreise einer gegebenen 
Länge / gleich sein soll; und alsdann läfst sich diese Bedingung mit der 
obigen über die Tangenten & und % in die umfassendere Forderung ver- 
einigen: Den Ort des Punctes Ä, anzugeben, für welchen die (Quadrat -) 
Wurzeln der gleichartigen Potenzen in Bezug auf die gegebenen Kreise 
A’ und B’, eine gegebene Länge !, entweder zur Summe oder zum Unter- 
schiede haben. Wenn nun auch die Örter für innere und äufsere Potenz 
getrennt bleiben und demselben / nach jeder Art ein besonderer Kegelschnitt 
entspricht, so stehen beide Arten doch in einem gewissen Zusammenhang, und 
ergänzen einander auf naturgemälse Weise. — Ferner kann man eben so den 
Ort desjenigen Puncts Y,, verlangen... für welchen die Summe oder Differenz 
der Wurzeln der ungleschartigen Potenzen (d.h. der Tangente an den einen 
Kreis und der halben kleinsten Sehne im andern Kreise), der gegebenen 
Länge / gleich sein soll. In diesem Falle ist jedoch der verlangte Ort im 
Allgemeinen eine Curve vierten Grads. 

Mit Bezug hierauf, erleiden die obigen Eigenschaften, bei der ange- 
deuteten veränderten gegenseitigen Lage der gegebenen Kreise, nachstehende 
Modificationen. 

$. 5. 

I. Man lasse die beiden Kreise A’ und B? (Fig. 1. Taf. V.) einander 

näher rücken, bis sie mit den Puncten U, und V aneinanderstofsen und sich in 
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einem Puncte V ) berühren. so fallen beide innern Tangenten S und S, auf 
die Linie L, und diese wird die Berührungstangente der Kreise im Puncte 
(U,V); in diesen Punet rückt auch der innere Ähnlichkeitspunet x,, so wie 
viele andere Puncte. Damit verschwindet jene erste Gruppe Hyperbeln, die 
($. 3. I), indem ihr Endglied (SS,) sich mit ihrem Anfangsgliede L 
vereinigt, oder sie redueirl sich auf dieses einzige Glied 4, welches jetzt 
zugleich das Anfangsglied der zweiten Gruppe, @r(H;), ist. Diese Gruppe 
endet, wie zuvor, mit dem Paar äufsern Tangenten (RR,); eben so bleibt 
bei den übrigen Gruppen alles unverändert. 

Il. Wenn die Kreise A’ und 3° einander schneiden, wie (Fig.2. Taf. VI.). 
so geht die Linie 4 durch ihre Schnitte r und s, und auch der Ähnlichkeitskreis 
N’—ırrx,s geht durch dieselben. Die @r(ÄL) beginnt hier wieder mit der 
Linie Z und endet mit (RR,); aber ihre Brennpuncte erfüllen nicht mehr den 
ganzen Ähnlichkeitskreis N”, sondern nur den Bogen rrs desselben. Die 
Gr(H}), so wie die @r(E°) behalten ihre früheren Eigenschaften ($. 3. 1.). 
Dagegen kommt jetzt eine neue Gruppe Ellipsen, etwa @r(E}), hinzu, die 
durch innere Potenz (durch die halben Sehnen «,, /,) bestimmt werden, und 
welche innerhalb beider Kreise, in dem krummlinigen Zweieck rVsÜU,r liegen, 
also von jedem Kreise umschlossen und doppelt berührt werden, so dafs die 
zweite oder kleine Axe jeder #&} auf die Axe A fäll. Diese @r(E}) ist 
in gewissem Sinne als Fortsetzung der @r(H}) anzusehen; nämlich der Über- 
gang findet durch die Linie Z statt, welche beiden Gruppen angehört, indem 
die Strecke rs als eine #£/, dagegen die beiden unendlichen Strecken jen- 
seits r und s als eine Hr zu betrachten sind; und zwar entsprechen beide 
demselben Werthe von /, nämlich oder beziehlich «, = /, und 
auch sind für beide die Puncte » und s als Hauptscheitel und zugleich als 
Brennpuncte anzusehen. Dadurch stehen die Brennpunets-Örter beider Gruppen 
in innigem Zusammenhang; so wie die Brennpuncte der @r (FF}) in dem Bogen 
rıs, liegen die Brennpuncte der @r(E)) in dem andern Bogen rx,s des 
Ähnlichkeitskreises N, so dafs die Endpuncte jeder zu der Strecke myx, 
senkrechten Sehne des Bogens rx,s zugleich die Brennpuncte einer #/ sind. 
Die Mittelpunete der @r(E}) liegen somit in der Strecke m,x,. Läfst man 
die Länge /, von = 0 an, wachsen, so rückt der Mittelpunet E, der Orts- 
eurve von ın, bis x,; hier erreicht «, —+/,) ein bestimmtes Grenz- 
maximum und die Curve redueirt sich auf ihren Mittelpunct x,. In diesem 
Falle, wo also der Ort des Punctes Ä,, auf die einzige Lage in x, beschränkt ist, 
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stellt sich das genannte Maximum auch nur in den durch x, gehenden halben 
kleinsten Sehnen dar, die beide in der zur Axe X senkrechten Geraden ax, b 
liegen, so dafs das Grenzmaximum von Also: „Unter 
allen innerhalb beider Kreise A’ und B°’ liegenden Puncten hat der 
innere Ähnlichkeitspunet x, die Eigenschaft, dafs die Summe der dureh 
ihn gehenden kleinsten Sehnen ein Maximum ist. 

Die Puncte » und p,. y und g,, in welchen die Kreise A’, B’ von 
je einer innern Ortscurve E? berührt werden, sind eben so durch Hülfskreise 
zu construiren, wie oben ($.3.11.), sobald die Länge / gegeben ist. Nämlich, 
wird z.B. im Kreise B° eine Sehne gezogen, deren Länge — 2/ und deren 
Mitte 5, heilsen mag, so schneidet der mit 3b, um B beschriebene Kreis B; 
den Kreis A’ in den verlangten Berührungspuncten » und p,. So sind ferner 
auch die Grenzen, wo die reelle Berührung aufhört, analogerweise anzugeben, 
wie oben. Wird die halbe kleinste Sehne, die im Kreise A’ durch den Punet 
V geht, durch v, und die halbe kleinste Sehne, die im Kreise B° durch den 
Punct U, geht, durch u, bezeichnet, so berührt die Curve K} den Kreis #’ 
oder B° nur so lange reell, als die Länge / beziehlich kleiner als «=, oder v 
ist, und ist gerade /=u, oder !—=v, so werden die Kreise in den Puncten 
U, oder V vierpunctig berührt und sind Krümmungskreise der Curve. Wenn 
Radius «>b, so ist v> wu, und dann beginnt die imaginäre Berührung mit 
A’ früher, als mit 3°. — Man denke sich eine Curve K/, welche die Kreise 
A’, B° in reellen Puncten p» und p,, g und a, berührt, so findet für alle 
Puncte X, in den beiden Bogen der #£), welche zwischen den Berührungs- 
puncten verschiedener Kreise, also in den Bogen p»g und p,%, liegen. stets 
Summe, &,+f,—!, dagegen für die Bogen pp, und q4,. welche von den 
Berührungspuncten des nämlichen Kreises begrenzt werden, stets Unterschied. 
beziehlich %, — a, =! und P,=[!, statt. Werden die Puncte und p, 
imaginär, ist />w, und /<v, so wird E} durch die Puncte y und g, in 
zwei Bogen getheilt, wovon demjenigen, welcher dem Puncte U, näher liegt. 
Summe «,--/,, dagegen dem andern, näher an V liegenden, Unterschied. 
— Pı, entspricht. Sind alle vier Berührungen imaginär, so findet für alle 
Puncte X, in £) nur Summe, &,-+/,—[, statt. Gleiches konnte auch oben 
($. 3. II.) über die @r(E?) bemerkt werden, und eben so ist bei den ver- 
schiedenen Gruppen Hyperbeln das ungleiche Verhalten ihrer Bogen in dieser 
Hinsicht leicht näher anzugeben. 
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einem Puncte (U, berühren. so fallen beide innern Tangenten S und auf 
die Linie L, und diese wird die Berührungstangente der Kreise im Puncte 
(U,V); in diesen Punet rückt auch der innere Ähnlichkeitspunct x,, so wie 
viele andere Puncte. Damit verschwindet jene erste Gruppe Hyperbeln, die 
($.3. I), indem ihr Endglied (88,) sich mit ihrem Anfangsgliede 
vereinigt, oder sie redueirl sich auf dieses einzige Glied L, welches jetzt 
zugleich das Anfangsglied der zweiten Gruppe, @r(H;/), ist. Diese Gruppe 
endet. wie zuvor, mit dem Paar äufsern Tangenten (RR,); eben so bleibt 
bei den übrigen Gruppen alles unverändert. 

II. Wenn die Kreise A’ und 3° einander schneiden, wie (Fig.2. Taf. VI.). 
so geht die Linie 4 durch ihre Schnitte » und s, und auch der Ähnlichkeitskreis 
N"=——=rrr,s geht durch dieselben. Die @r(ÄR) beginnt hier wieder mit der 
Linie 4 und endet mit (RR,):; aber ihre Brennpuncte erfüllen nicht mehr den 
ganzen Ähnlichkeitskreis N”, sondern nur den Bogen rıs desselben. Die 
Gr(H}), so wie die @r(E°) behalten ihre früheren Eigenschaften ($. 3. 11.). 
Dagegen kommt jetzt eine neue Gruppe Ellipsen, etwa @r(E}), hinzu, die 
durch innere Potenz (durch die halben Sehnen «,, /,) bestimmt werden, und 
welche innerhalb beider Kreise, in dem krummlinigen Zweieck rVsU,r liegen, 
also von jedem Kreise umschlossen und doppelt berührt werden, so dafs die 
zweite oder kleine Axe jeder &/ auf die Axe A fäll. Diese @r(E}) ist 
in gewissem Sinne als Fortsetzung der @r(#H,}) anzusehen; nämlich der Über- 
gang findet durch die Linie Z, statt, welche beiden Gruppen angehört, indem 
die Strecke rs als eine #,, dagegen die beiden unendlichen Strecken jen- 
seits r und s als eine A; zu betrachten sind; und zwar entsprechen beide 
demselben Werthe von /, nämlich oder beziehlich «, = /, und 
auch sind für beide die Puncte » und s als Hauptscheitel und zugleich als 
Brennpuncte anzusehen. Dadurch stehen die Brennpunets-Örter beider Gruppen 
in innigem Zusammenhang; so wie die Brennpuncte der @r (Ä}) in dem Bogen 
rıs, liegen die Brennpuncte der @r(E/) in dem andern Bogen rx,s des 
Ähnlichkeitskreises N?, so dafs die Endpuncte jeder zu der Strecke m,x, 
senkrechten Sehne des Bogens rx,s zugleich die Brennpuncte einer #/ sind. 
Die Mittelpunete der @r(E,) liegen somit in der Strecke m,x,. Läfst man 
die Länge /, von 2=0 an, wachsen, so rückt der Mittelpunet E, der Orts- 
eurve E} von ın, bis x,; hier erreicht 2 (— «, +P,) ein bestimmtes Grenz- 
maximum und die Curve redueirt sich auf ihren Mittelpunct x,. In diesem 
Falle, wo also der Ort des Punctes X, auf die einzige Lage in x, beschränkt ist, 
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stellt sich das genannte Maximum auch nur in den durch x, gehenden halben 
kleinsten Sehnen dar, die beide in der zur Axe X senkrechten Geraden ar, b 
liegen, so dafs x,a--x,b=ab das Grenzmaximum von / ist. Also: „Unter 
allen innerhalb beider Kreise A’ und B°’ liegenden Puncten hat der 
innere Ähnlichkeitspunct x, die Eigenschaft, dafs die Summe der durch 
ihn gehenden kleinsten Sehnen ein Maximum ist. 

Die Puncte » und p,. y und g,, in welchen die Kreise A’, B’ von 
je einer innern Ortscurve E? berührt werden. sind eben so durch Hülfskreise 
zu conslruiren, wie oben ($.3.11.), sobald die Länge / gegeben ist. Nämlich. 
wird z.B. im Kreise B° eine Sehne gezogen, deren Länge —= 2/ und deren 
Mitte d, heifsen mag, so schneidet der mit 35, um B beschriebene Kreis 3, 
den Kreis A’ in den verlangten Berührungspuncten » und p,. So sind ferner 
auch die Grenzen, wo die reelle Berührung aufhört, analogerweise anzugeben, 
wie oben. Wird die halbe kleinste Sehne, die im Kreise A’ durch den Punct 
V geht, durch v, und die halbe kleinste Sehne, die im Kreise B° durch den 
Punet U, geht, durch u, bezeichnet, so berührt die Curve #7 den Kreis 4’ 
oder B°? nur so lange reell, als die Länge / beziehlich kleiner als =, oder ® 
ist, und ist gerade !=w, oder =v, so werden die Kreise in den Puncten 
U, oder W vierpunclig berührt und sind Krümmungskreise der Curve. Wenn 
Radius «>b, so ist v> wu, und dann beginnt die imaginäre Berührung mit 
A” früher, als mit 3°. — Man denke sich eine Curve K/, welche die Kreise 
A’, B° in reellen Puncten p und p,, 4 und 4, berührt, so findet für alle 
Puncte X, in den beiden Bogen der #), welche zwischen den Berührungs- 
puncten verschiedener Kreise, also in den Bogen pg und p,%, liegen, stets 
Summe, m,-+P,=!, dagegen für die Bogen pp, und y49,, welche von den 
Berührungspuncten des nämlichen Kreises begrenzt werden, stels Unterschied. 
beziehlich — a, =! und statt. Werden die Puncte und p, 
imaginär, ist 2 >w, und so wird durch die Puncte y und g, in 
zwei Bogen getheilt, wovon demjenigen, welcher dem Puncte U, näher liegt, 
Summe «,--/,, dagegen dem andern, näher an V liegenden, Unterschied. 
e,— P,, entspricht. Sind alle vier Berührungen imaginär, so findet für alle 
Puncte X, in E&, nur Summe, &,-+/,—1, statt. Gleiches konnte auch oben 
($. 3. II) über die @r(E°) bemerkt werden, und eben so ist bei den ver- 
schiedenen Gruppen Hyperbeln das ungleiche Verhalten ihrer Bogen in dieser 
Hinsicht leicht näher anzugeben. 
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II. Dringt der Kreis 3° tiefer in den Kreis A° hinein, bis der Punct V, 
in U, zu liegen kommt und die Kreise einander nur noch in einem Puncte 
(U,V,) berühren, so fallen die äufsern gemeinschaftlichen Tangenten R und A, 
auf die Linie Z, und diese wird die Berührungstangente der Kreise im Puncte 
(U,V,), auch ist dieselbe als der letzte Rest der jetzt auch verschwundenen 
zweiten Gruppe Hyperbeln, @r(FH}), so wie zugleich als das Anfangsglied der 
dritten Gruppe, @r(H}), anzusehen. Nebst den Schnitten r und s rückt auch 
der äufsere Ähnlichkeitspunet x in den Punct (U, V,), so dafs der Ähnlich- 
keitskreis N° sich mit den gegebenen Kreisen in demselben berührt. Die 
innere Gruppe Ellipsen, @r(E/). wird hier vollständiger, ihre Brennpuncte 
erfüllen den ganzen Ähnlichkeitskreis und ihre Mittelpuncte dessen Durch- 
messer Das Anfangsglied der @r (#7), entsprechend dem Werthe !—=0, 
besteht aus dem Puncte (U,W,); aufser ihm kann keine andere K/ den Kreis 4? 
reell berühren. gleich wie der Kreis B° von keiner äulseren Ortscurve reell 
berührt wird, aufser von der Linie 4. Eben so reduecirt sich das Endglied der 
Gr(E/) auf den Punct wenn sein Grenzmaximum erreicht, wie vorhin (11.). 

IV. Befindet sich endlich der Kreis B° ganz innerhalb des Kreises A’, 
wie (Fig. 3. Taf. VI.), so liegt die Linie Z in bestimmter Entfernung jenseits 
beider Kreise, wogegen die Ähnlichkeitspuncte x und x, so wie der Ähnlich- 
keitskreis N° innerhalb des Kreises 3° liegen. Hier beginnt die noch fortbe- 
stehende @r (#1) mit der Linie Z, bei dem Werthe /=0, und endet, bei 
!— AB, mit der Parabel P*, welche zugleich der Anfang der @r(E?) ist, 
die mit &,) endet, wie oben ($.3.11.). Was dagegen die innern Ortscurven 
betrifft. so beginnt die @r(E}) mit dem äufseren Ähnlichkeitspunet x, und 
zwar bei demjenigen Werthe von /, welcher das Minimum der Differenz 
o,— /?ı ist. Nämlich dies beruht auf dem folgenden Satze: „Unter allen in- 
nerhalb des Kreises B? liegenden Puncten X, hat der äufsere Ähnlich- 
keitspunct x die Eigenschaft, dafs die Differenz der durch ihn gehenden 
kleinsten Sehnen 2a, und 2, ein Minimum :st. Die in x zu der Axe X 
rechtwinklige Gerade abr enthält diese zwei besondern Sehnen, so dafs also 
va—ırb=ab gerade der genannte Werth von / ist, für welchen die erste K£}, 
sich auf den Punet x redueirt. Eben so reducirt sich das Endglied der @r(E}) 
auf den innern Ähnlichkeitspunet x, und entspricht demjenigen Werthe von /, 
welcher das Maximum der Summe «, +, ist, und sich in der in x, zu X recht- 
winkligen Geraden a,x,b, unter +nb,—=a,b, darstellt, wie oben (II.). 
Für die @r(E}) hat somit die Länge / den Spielraum von = ab bis != a,b.. 
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Bei der gegenwärtigen Lage kann der Kreis A’ nur von den äufsern 
Ortscurven @r(H;}) und @r(E?), hingegen der Kreis 3° nur von den inneren 
Gr(E}) reell berührt werden. Die Grenzen, wo beiderseits die reelle Be- 
rührung beginnt und aufhört, sind gleicherweise bestimmt, wie oben. und eben 
so sind, bei gegebener Länge /, die Berührungspunete durch das bereits an- 
gegebene Verfahren leicht zu construiren. Ein Neben-Umstand, betreffend die 
äufsern Ortscurven, soll hier noch hervorgehoben werden. 

Ob von der @r(H}) ein Theil zu reeller Berührung mit dem Kreise A’ 
gelangt, oder nicht, hängt davon ab, ob w<Z AB oder «, > AB, d.h. ob 
die aus dem Puncte U, (der von allen Puncten in A’ dem Kreise B’ am 
nächsten liegt) an den Kreis 3° gezogene Tangente «, ($.3. 1.) kleiner oder 
gröfser als AB ist. Ist gerade v,— AB, so berührt allein das leizte Glied 
der @r(H}), die Parabel P?, den Kreis A’ noch reell, und zwar in U, vier- 
punclig. Ist hingegen u, > AB, so folgen nach der P° auch noch eine be- 
stimmte Abtheilung Ellipsen von der @r(E°), welche nicht reell berühren. 
und die zur Unterscheidung durch @r (E2) bezeichnet werden sollen. Für 
alle Puncte A‘, in einer solchen Ellipse findet nur Differenz — a =! 
statt (dasselbe gilt in diesem Falle auch von jeder HM). Die Gr(E?) ent- 
sprechen den Werthen von = AB bis !=u,. Im letztern Falle, bei !=w,, 
entsteht diejenige Ellipse, welche den Kreis A? in U, vierpunctig berührt und 
für deren ganzen Umfang wohl noch Differenz % — «a ==! stalt hat, aber die 
dennoch zugleich der Anfang der reell berührenden Ellipsen #£° ist. Von da 
ab, wenn / wächst, berührt £° den Kreis A?’ in zwei reellen Puncten p und »,. 
durch welche sie in zwei Bogen getheilt wird, wovon demjenigen, der den 
Punct U, umspannt, Summe dagegen dem andern, über Differenz — « 
entspricht. Wird (Tangente aus U an so tritt die letzte reell 
berührende £° ein, die den Kreis 4° in U vierpunctig berührt, und für deren 
ganzen Umfang nur Summe «+ statt finde. Von hier ab, wenn / fort- 
wächst bis zu =», entsteht in @r(E?) eine neue Abtheilung von solchen 
Ellipsen, etwa @r(E}), welche den Kreis A’ auch nicht reell berühren. 
aber für deren ganzen Umfang nur allein Summe «@-+/ vorkommt. Somit 
giebt es unter der Voraussetzung, dafs «AB, in der G@r(E?) zwei ge- 
trennte Abtheilungen, @r(E?) und @r (E?), welche beide den Kreis A’ um- 
schliefsen und imaginär berühren, aber dennoch darin sich wesentlich unter- 
scheiden, dafs für die ersten nur Unterschied A —e«, hingegen für die andern 
nur Summe «+ vorkommt. Dieses verschiedene Verhalten wird durch 
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folgende nähere Beziehung der beiden Kreise zu den respecliven Curven 
aufgeklärt. Man bezeichne allgemein die Brennpuncte einer Ellipse durch 
f und f,, und die Krümmungsmittelpuncte der Scheitel ihrer Haupt-Axe durch 
Ak und A,, so liegen die lelztern Puncte zwischen jenen, und zwar soll % 
näher an f und 4, näher an /, liegen. Die Mittelpuncte aller Kreise, welche 
die Ellipse imaginär doppelt berühren, fallen in die Strecken fk und fıX, 
(S. Bd. 37. S. 175 d. Journ.). Hiernach läfst sich das Verhalten der @r(E?) 
und Gr (E?}) gegen die gegebenen Kreise A’ und B°, wie folgt näher angeben: 

„Bei jeder Ellipse EL liegen die Mittelpuncte A und B der Kreise 
beide in der nämlichen Strecke fk oder f‚k,, wogegen bei jeder Ellipse E} 
dieselben in verschiedenen Strecken liegen, der eine in fk und der un- 
dere ın fi 

Auch ergiebt sich aus Allem der folgende Satz: 

„Lu zwei in einanderbiegenden gegebenen Kreisen 4’ und B’ kann 
es nur dann solche Ortseurven E/ geben, für deren ganzen Umfang nur 
allein Differenz a statt findet, wenn u, > AB ist, und dabei hat 
alsdann die Länge I den Spielraum von [= AB bis I=u,.” Und um- 
gekehrt: „Beschreibt man in eine gegebene Ellipse zwei solche, sie ima- 
yinär doppelt berührende Kreise, deren Mittelpuncte beide in der nämlichen 
Strecke fk oder fık, liegen, so findet für alle Puncte X, in der Ellipse 
dieselbe constante Differenz 9 — «=! statt, und es ist allemal uw — AB, 
die Constante ! aber gröfser als AB und kleiner als u,.” 


$. 6. 

Aus der vorhergehenden Betrachtung ist leicht zu ermessen, dafs wenn 
in einer Ebene drei beliebige Kreise 4°, B° und D°, deren Mittelpuncte 
A, B und D in derselben Geraden Ä liegen, gegeben sind, dann im Allge- 
meinen immer ein solcher Kegelschnitt C* möglich ist, welcher in Rücksicht 
je zweier Kreise eine ihnen zugehörige Ortscurve ist. und welcher somit 
jeden Kreis doppelt berührt. Die jedem Kreispaar entsprechende Länge / ist, 
unter andern. wie folgt zu bestimmen. 

Sind a, Ö und d die Radien der Kreise. werden die Abstände ihrer 
Mittelpuncte von einander, nämlich AB AD—=2b und BD=2a ge- 


selzi. und wird die Länge / für die Kreispaare A’ und B’, 4° und D°, 
B’ und D° beziehlich durch 24, 27,. 24, bezeichnet, so hat man, wenn B 
zwischen A und D liegt, die Relation: 


\ 
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(aa dd’ abo). 


$. 7. 

Wird nun ferner, in Rücksicht auf zwei gegebene Kreise A’ und B'. 
der Ort desjenigen Punctes Y,, verlangt, für welchen die Wurzeln der un- 
gleichnamigen Potenzen eine gegebene Länge / entweder zur Summe («-- 7, 
oder 3--«,) oder zum Unterschiede (e—/,, A, —« oder —) 
haben soll ($. 4.). wobei also der Punct Y,, nothwendigerweise jedesmal 
innerhalb des einen und aufserhalb des andern Kreises liegen mufs: so findet 
man. dafs dieser Ort, im Allgemeinen, eine Curve vierten Grades ist, — ('*, 
welche jeden der beiden Kreise in vier Puncten berührt (reell oder imaginär). 
die gleicherweise durch concentrische Hülfskreise (3, und A)) leicht zu con- 
struiren sind, wie bei der obigen Betrachtung ($. 3. II. und $.5. 11.). 

Wenn jedoch hierbei insbesondere = sein soll, d.h. wenn nur der 
Ort desjenigen Punctes Y,, verlangt wird. welcher in Rücksicht der beiden 
Kreise ungleichnamige aber gleiche Potenzen hat, «= /, oder ?=«,, so 
redueirt sich die Curve C* auf einen doppelten Kreis, indem die beiden Theile. 
aus denen sie sonst besteht, für diesen Fall zusammenfallen und einen einzigen 
Kreis bilden, etwa €). Dieser Kreis CE) ist auch dadurch bestimmt, dafs er den 
oft genannten Punct M, die Mitte von AB, zum Mittelpunet und mit den ge- 
gebenen Kreisen die Linie Z, gemeinschaftlich zum Ort der gleichen Potenzen hat. 
Wenn daher die gegebenen Kreise A’ und B° einander schneiden, wie (Fig. 2. 
Taf. VI.). so geht auch ©, durch ihre Schnitte » und s; befindet sich 3° ganz 
innerhalb A’, wie (Fig. 3.), so liegt C) in dem Raume zwischen B’ und A’: 
und liegen endlich A’ und B° aufsereinander, wie (Fig. 1. Taf. V.), aber so. 
dafs M innerhalb A fällt, so kann der Kreis C} auch noch reell sein und liegt 
dann ganz innerhalb A’. Aus diesen Angaben ergiebt sich der folgende Satz: 

„Der Ort der ungleichnamigen gleichen Potenzen zweier gegebenen 
Kreise A’ und B° :st ein bestimmter dritter Kreis C), dessen Mittelpunct 
M die Mitte der die Mittelpuncte der gegebenen Kreise verbindenden 
Geraden AB ist, und welcher mit diesen Kreisen den Ort der gleichen 
(und gleichnamigen) Potenzen, die Linie L, gemein hat.’ Oder, unier 
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anderer Auffassung, auch so: „Der Ort des Mittelpuncts Y, desjenigen 
Kreises Y), welcher von dem einen gegebenen Kreise, A’ oder B’, gleich- 
viel von welchem, rechtwinklig und von dem jedesmaligen andern im 
Durchmesser geschnitten wird, ist ein bestimmter Kreis C}, dessen Mittel- 
punct M die Mitte von AB ist, und welcher mit den gegebenen Kreisen 
eine (reelle oder ideelle) gemeinschaftliche Secante L hat.” 

Wenn ferner die gegebenen Kreise A’ und 3° insbesondere concentrisch 
sind, so zerfällt die Curve Ü*, bei jeder gegebenen Länge /, in zwei mil 
jenen concentrische Kreise C° und C/, deren Radien ce und ce, dem Geselz 
unterworfen sind, dafs stets 

= 

ist, d. h., dafs die Summe der Quadrate dieser Badien constant, und 
zwar der Summe der Quadrate der Radien der gegebenen Kreise 4’ 
und B’ gleich ist, in welche letztere jene Kreise C'” und Ü/ auch in der 
That übergehen, wenn wird ($.3. — Für /=0 fallen die 
Kreise C* und CE aufeinander, bilden den vorgenannten Kreis C), für dessen 
Radius «, man hat: 


Die obige Betrachtung führte auf eine unendliche Schaar Curven zweiten 
Grads, S(C”), welche die zwei gegebenen Kreise A? und 3° doppelt be- 
rühren; allein diese Schaar umfafst nicht alle. Kegelschnitte, welche die Kreise 
doppelt berühren, vielmehr giebt es, im Allgemeinen, noch zwei andere 
Schaaren, die diese Eigenschaft auch besitzen. Über die beiden letztern Ke- 
gelschnittschaaren sollen hier noch einige bemerkenswerthe Umstände ange- 
deutet werden. 

Die gegebenen Kreise haben (wie jede zwei in gleicher Ebene liegende 
Kegelschnitte) ein gemeinschaftliches Trippel zugeordnete Pole x, y und z, 
so wie auch ein gemeinschaftliches Trippel conjugirte Polaren A, Y und Z; 
jene sind die Ecken und diese die respectiven Gegenseiten des nämlichen 
Dreiecks. Einer der drei Pole, etwa .r, liegt im Unendlichen, und zwar nach 
der Richtung der Linie Z, als deren unendlich entfernten Punct er anzusehen 
ist; derselbe ist stets reell, wogegen die beiden andern, y und 2, gleichzeitig 
imaginär oder reell sind, je nachdem die Kreise einander schneiden oder 
nicht, nämlich sie sind zugleich die Schnitte der Axe (oder Polare) X mit 
jedem Kreise, welcher beide gegebenen Kreise 4’ und 3? rechtwinklig schneidet ; 
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oder wofern die letztern Kreise aufsereinander liegen, wie (Fig. 1. Taf. V.), so sind 
die Pole y und z zugleich die Schnitte der Diagonale vx, = A mit den beiden 
andern Diagonalen 33, — Z und 99,— F des durch die vier gemeinschaftlichen 
Tangenten gebildeten Vierseits AR,SS,. Zu diesen drei Polen haben nun 
die erwähnten drei Kegelschnittschaaren nachstehende wesentliche Beziehung. 

Die obigen Ortscurven,. Ö(C”), haben Bezug auf den Pol x und sollen 
daher durch S({C}) bezeichnet werden; nämlich die Berührungssehnen pp, 
und gg, jeder Curve C) sind der Linie Z parallel und gehen daher mit ihr 
# nach dem Pole x ($. 3. IV.). — Nun giebt es eine zweite Schaar Kegel- 
schnitte, S(C/), welche die gegebenen Kreise doppelt berühren, und welche 
sich gleicherweise auf den Pol y beziehen, indem nämlich die Berührungs- 
sehnen pp, und gg, jeder Curve C} durch diesen Pol gehen. Und eben so giebt 
es eine dritte Kegelschnitischaar, S(C}), welche die gegebenen Kreise doppelt 
berühren, und bei welchen die Berührungssehnen pp, und gg, stets durch 
den Pol x gehen. Von den beiden letztern Kegelschnittschaaren sind unter 
andern folgende interessante Eigenschaften anzugeben. 

1) ‚Die Berührungssehnen pp, und qq, jeder Curve Ü) so wie 
jeder Curve U: sind stets zu einander rechtwinklig; und umgekehrt: 
zieht man durch den Pol y oder z irgend zwei zu einander rechtwink- 

lige Secanten pp, und gg, beider Kreise A’ und B’, so werden diese 
in den zwei Paar Schnittpuncten p und p,, y und q, allemal von einer 
Curve C, oder berührt.” 
2) „Von den beiden Axen jeder Curve CO} oder C} geht die eine 
durch den Mittelpunct A und die andern durch den Mittelpunct B. Folg- 
lich ist der Ort der Mittelpuncte beider Schaaren, S(Cy) und S(C!), 
ein und derselbe Kreis M/}, welcher die Strecke AB zum Durchmesser 
hat ($.3. 1.), so dafs also jeder Punct dieses Kreises zugleich der Mittel- 
punct sowohl einer Curve C, als einer Curve C’! ist, und dafs die Axen 
' dieser beiden Curven aufeinander fallen.” 
| 3) „Die S(Cy) sowohl als die S(C}) sind unter sich ähnlich; und 
| zwar verhalten sich die Quadrate der Axen jeder ÜC/, wie die Abstände 
\ des Pols y von den Mittelpuncten A und B; und eben so verhalten 
i sich die Quadrate der Axen jeder C’, wie die Strecken zA und zB. 
| Nämlich so: sind‘ a, 9 die halben Axen einer C} und geht « durch A 
und 5 durch B, so ist 


yA:yB; 
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und sind eben so a,, P, die halben Axen einer U’ und gehen dieselben 
beziehlich durch A, B, so ist 

| — 34:zB. 
Da nun y und 2 conjugirte Pole in Rücksicht beider Kreise A’ und B’ 
sind, so dafs 

Ay.Az a, und Bz.By —= 
ist, so ergiebt sich aus beiden vorstehenden Proportionen die folgende: 

un: 

das heifst: In Rücksicht je zweier Curven und aus beiden 
Schaaren verhält sich das Rechteck unter den Axen die durch A gehen 
zum Rechteck unter den Axen die durch B gehen, wie der Radius a 
des Kreises A’ zum Radius b des Kreises B’.’ 

4) „Der Ort der Brennpuncte jeder der beiden Schaaren, wie 
etwa der S\C,), besteht im Allgemeinen aus zwei Kreisen A) und B,, 
welche mit den gegebenen Kreisen dieselben Mittelpuncte A und B haben, 
und welche entweder einander rechtwinkliy schneiden, oder von denen 
der eine den andern im Durchmesser schneidet. Geht die Haupt-Axe 
einer Curve C, durch A oder B, so liegen ihre Brennpuncte f und fı 
beziehlich im Kreise B, oder A). Das Rechteck unter den Abständen 
jedes Paars Brennpunecte f und f, von dem Puncte A sowohl als von 
dem Puncte B ist constant, und zwar gleich dem Quadrat des Radius a, 
oder b, des zugehörigen Kreises A, oder B}, also 

| Af.Afı = a, und Bf.Bfi = b.. 

Eben so liegen die Brennpuncte der S(C!) in zwei Kreisen A: und B:, 
mit denen es gleiche Bewandtnifs hat. 

5) Zieht man zwischen den zwei Paar Puncten p und p., q 
und q,, in welchen jede Curve C,/ die gegebenen Kreise 4’, B? berührt, 
die vier Wechselsehnen pg, PYı, Pıy und pıgı, so berühren alle diese 
Sehnen einen und denselben bestimmten Kegelschnitt, etwa Y”, welcher 
den Pol y zum Brennpunct und mit den Kreisen die vier (reellen oder 
imaginären) Tangenten R, R,, 8 und 8, gemein hat, und dessen Brenn- 
punete y und (der noch unbekannte) y, zu den Puncten A und B zu- 
geordnet harmonisch sind. Jede Wechselsehne bildet in den Kreisen 
A’ und B’ zwei Sehnen, etwa s und s,, das Verhältnifs dieser Sehnen 
ist für alle Wechselsehnen dasselbe, s:s, —k constant. — Eben so be- 
rühren die Wechselsehnen der S(C}) einen bestimmten Kegelschnitt Z, 


= 
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welcher z zum Brennpunct und mit den Kreisen A’, B? dieselben vier 
Tangenten gemein hat, und dessen Brennpuncte z und z, zu den Puncten 
4 und B zugeordnet harmonisch sind. Auch bilden die Wechselsehnen 
in den Kreisen solche Sehnen s und s,, deren Verhältnifs constant, 
jedoch von dem vorigen verschieden ist, s:s, = k, constant.” 

6) „Sind P und P,,. O und O, die Berührungstangenten der 
Kreise 4’, B’ mit einer Curve C/ ($. 3. IV.), so liegen die Schnitte 
PP, =» und 00, =», allemal in der Polare Y, und alle Paare und y, 
bilden ein Puneten- System (Involution). Dagegen ist der Ort der vier 
Wechselschnitte PO und P,0,. PO, und P,O, oder und v und v, 
($.3. IV.) ein bestimmter Kreis N,, welcher durch dasselbe Paar Gegen- 
ecken 9 und 9, geht, wie Y, und welcher mit den Kreisen A’ und B 
die Linie L zur gemeinschaftlichen Secante hat, so dafs sein Mittel- 
punct N, auch in der Axe X liegt. — Ganz analog verhält es sich in 
dieser Hinsicht mit der S(C}).” 

Um den Einflufs der verschiedenen gegenseitigen Lage der gegebenen 
Kreise auf die angegebenen Eigenschaften zu zeigen, wollen wir die Kreise in 
ihren wesentlichsten Lagen, nämlich wo sie aufsereinander liegen und wo BD’ 
ganz innerhalb A’ liegt, noch etwas näher betrachten. Beim Zwischenfalle, 
wo die Kreise einander schneiden, sind S(C/}) und S(C?) imaginär. 

l. „Liegen die Kreise aufsereinander , wie (Fig. 1.), so bestehen 
beide Schaaren, S(C,) und S(C}), aus Hyperbeln S(H}) und S(H}). 
jede Schaar unter sich ähnlich. Die um die Puncte A und B beschrie- 
benen Kreise A, und B,, welche die Brennpuncte der S(H}) enthalten, 
schneiden einander in den Gegenecken 9 und y, des Vierseits RR,SS, 
rechtwinklig ; und eben so schneiden sich anderseits die Kreise A! und B: 
in den Ecken ; und ;, rechtwinklig. — Liegt der Mittelpunct einer H} 
in dem Bogen 93 A3ıy, des Kreises M;;, so umschliefst dieselbe den Kreis 
B’, und somit geht ihre Haupt-Axe durch den Punct B und schneidet 
den Kreis A, in ihren Brennpuncten f und fi. Liegt hingegen der 
Mittelpunct einer H, in dem andern Bogen yBy,. so umschliefst sic den 
Kreis A’; ihre Haupt-Axe geht durch A, und ihre Brennpuncte liegen im 
Kreise B?. Der Übergang von der einen Abtheilung zur andern, findet 
durch die Tangentenpaare (RS,) und (R,S) statt, welche specielle H} 
sind, und beziehlich y und 9, zu Mittelpuncten haben. Ganz ähnlich 
verhält es sich mit den Hyperbein H?. — Die Asymptoten jeder H, 
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gehen durch die festen Ecken 3 und ;,; und eben so gehen die Asymp- 
toten jeder durch die Ecken und y,.” 

Il. Liegt der Kreis B’ ganz innerhalb A’, wie (Fig. 3.), so be- 
stehen beide Schaaren S(C/) und S(C!) aus Ellipsen, also S(E}) und 
S(E}). Jede E, umschliefst den kreis B’ und wird vom Kreise 4’ 
umschlossen, so dafs also ihre Haupt-Axe stets durch den Punct B geht, 
und ihre Brennpuncte f und f, immer in demselben bestimmten Kreise 
4, um A liegen; (hier wird der Kreis B,, um B, vom Kreise A} im 
Durchmesser geschnitten, aber aufser diesen Schnitten enthält er keine 
reelle Brennpuncte). Eben so umschliefst jede E? den Kreis B’ und 
wird von A’ umschlossen, so dafs ihre Haupt- Axe nur durch B geht, 
und ihre Brennpuncte in einem bestimmten Kreise A! um A liegen.” 


9. 


Bemerkung. In dem Vorhergehenden kommen beilänfig drei Beispiele 
vor. wo eine Gerade (dort Wechselsehne genannt, $.3. IV. und $.8. 5.). 
welche in den gegebenen Kreisen A’ und 3° Sehnen s und s, von con- 
stantem Verhältnifs bildet, einen Kegelschnitt zum Ort hat. Diese Eigenschaft 
ist allgemein und gewährt folgenden Satz. 

„Der Ort einer Geraden G, welche in zwei gegebenen festen 
Kreisen A’ und B’ solche Sehnen s und s, bildet, deren Verhältnifs 
irgend einen gegebenen Werth k hat, so dafs s:s,—=k, ist allemal irgend 
ein bestimmter Kegelschnitt @’; *) und alle auf diese Weise bestimmten 
Kegelschnitte, wofern der Werth k nacheinander alle Gröfsen durchläuft, 
bilden einen Curven- Büschel,.B(G'), mit vier (reellen oder imaginären) 
gemeinschaftlichen Tangenten (R, R,, 8, S,), und zwar gehören die 
‚gegebenen Kreise A’ und B’ selbst mit zu diesem Büschel, nämlich sie 
entsprechen beziehlich den Werthen k=0 und k=x. Dem Werthe 
k—=1 oder s=s,, entspricht, wie oben ($.3.1IV.), die Parabel (— 
welche den Punct M zum Brennpunct und die Linie L zur Tangente 
im Scheitel hat. Dem Werthe k=a:b entsprechen beide Ähnlichkeits- 
puncte x und x,, die zusammen eine specielle @* sind; etc.” — Und um- 
gekehrt: „Die Tangenten jedes Kegelschnitits G@, welcher mit zwei 


*) Diesen Satz habe ich bereits im J. 1827, mit einer Reihe anderer Sätze, dem 
Herausgeber der Annales des Mathem. nach Montpellier übersandt, welcher ihn später 
— vielleicht durch Versehen — unter dem Namen eines Andern abdrucken |iefs. 
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Kreisen A’ und B? vier reelle oder imaginäre Tangenten gemein hat, 
bilden in diesen Kreisen solche Sehnen s und s,. deren Verhältnifs con- 
stant ist, d.h. für alle Tangenten denselben bestimmten Werth k hat; ete. 

Statt einer ausführlichen Erörterung dieses Gegenstandes, beschränke 
ich mich hier auf folgende Angaben. 

Die Mittelpunete der Ortscurven, B(G°), liegen sämmtlich in der 
Axe A, auf welche zugleich auch je eine Axe von jeder Curve fällt. Ob 
die erste oder zweite Axe der Curve auf X fällt, hängt davon ab, ob ihr 
Mittelpunet jenseits der Strecke AB, oder ob er in dieser Strecke liegt. 
Dadurch scheiden sich die Curven in zwei Abtheilungen, etwa @r(@,) und 
Gr (65). In Hinsicht der Brennpuncte dieser beiden Gruppen hat es folgende 
Bewandtnifs: 

„Die Brennpuncte der Gr(@;) liegen in der Axe X und jedes 
Paar Brennpuncte f und f, ist zu den Puncten A und B zugeordnet 
harmonisch. Dagegen liegen die Brennpuncte der Gr(@;) in dem Kreise 
M;. welcher die Strecke AB=2c zum Durchmesser hat ($.3.1.), so 
dafs jedes Paar Brennpuncte zugleich die Endpuncte einer zu diesem 
Durchmesser senkrechten Sehne des Kreises sind.” 

Daraus geht hervor, dafs hier gleicherweise, wie oben ($.3. III. und 
$.5. 4.), für beide Gruppen das gemeinschaftliche Gesetz statt findet: 

„Dafs das Rechteck unter den Abständen der Brennpuncte f und 
fı jeder Curve @’ von dem Puncte M, dem Brennpnnete der Parabel Y, 
constant und zwar — c* ist.” 

Berlin, im October 1852. 
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Allgemeine Betrachtung über einander doppelt 
berührende Kegelschnitte. 


(Von Herrn Professor Dr. J. Steiner zu Berlin. ) 


$. 10. 

An die vorhergehende Abhandlung. namentlich an diejenige Betrachtung, 
wo das Verhalten der gesammten Kegelschnitte, welche zwei feste Kreise 
doppelt berühren, angegeben worden, erlaube ich mir bier die etwas allge- 
meinere Betrachtung anzuschliefsen, wo statt der Kreise irgend zwei Kegel- 
schnitte, die gleichfalls durch A’ und 3° bezeichnet werden mögen, in fester 
Lage gegeben sind, und wobei eben so die Eigenschaften aller sie doppelt 
berührenden Kegelschnitte berücksichtigt werden sollen. 

I. Um einen bestimmten Fall (Figur) vor Augen zu haben, denke 
oder zeichne man zwei Ellipsen 4° und 3’, welche einander in vier Puncten 
r,s, 7, u schneiden, und somit auch vier reelle gemeinschaftliche Tangen- 
ten R, 8, T, U haben; nämlich diejenige Tangente heifse A, von deren 
Berührungspuneten aus zwei Bogen beider Ellipsen unmittelbar nach dem 
Schnitte x» führen; eben so die andern. Die vier Schnitte bilden ein voll- 
ständiges Viereck rstw und die vier Tangenten ein vollständiges Vierseit 
RST: . In Betracht der drei Paar Gegenseiten des erstern und deren Schnitte, 
so wie in Rücksicht der drei Paar Gegenecken des letztern und dessen drei 
Diagonalen setze man: 

Seite rs =X und tu=X%; Schnitt = r. 


- rt=Yund su=),; - 
- - 33 =2. 
Ecke RS—=ıx und TU=x,; Diagonale xx, = Ä. 
RT =y und BU - Y. 
- ud 87 =;; - A 


Die Schnitte x, y, x der drei Paar Gegenseiten des Vierecks sind das ge- 
meinschaftliche Trippel conjugirte Pole und die drei Diagonalen A, Y, Z des 
Vierseits sind das gemeinschaftliche Trippel conjugirte Polaren der beiden 
Ellipsen, so dafs also auch 
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Schnitt XY—=z2, AZ=y, YZ=r und 

Gerade =Z, rz=|}, 
ist. Ferner sind dabei einerseits 3, y und 3,; ©, 9, z und y,; y,x, z und 
vier harmonische Puncte, so wie andererseits A, 3, Y und 3: X, 9), Z und 9): 
Y, &, Z und X, vier harmonische Gerade. 

Mit Bezug hierauf und mit Berücksichtigung anderer, im vorigen Auf- 
satze bereits angewandter Bezeichnungen und Benennungen, lassen sich die 
erwähnten Eigenschaften, wie folgt, aussprechen. 

II. Die gesammten Kegelschnitte C*, welche beide gegebenen Ellipsen 
A’ und 3° doppelt berühren, zerfallen vermöge ihrer Beziehung zu den drei 
Polen x, y und z, in drei verschiedene Schaaren und 
($.8.). welche sich jedoch im Allgemeinen gleich verhalten und gleiche Eigen- 
schaften haben, so dafs wir Kürze halber nur von der einen Schaar, etwa von 
S(C}), zu sprechen brauchen. 

1) „Berührt eine Curve C} die Ellipse A’ in den Puncten p 
und p,,. und die Kllipse B’ in den Puncten y und y,, so gehen die 
Berührungssehnen pp, und qq, durch den Pol x und sind allemal zu 
den Gegenseiten X und X, zugeordnet harmonisch.’ Und umgekehrt: ‚Zieht 
man durch den Pol x irgend zwei zu den Seiten X und X, zugeordnete 
harmonische Gerade, etısa @ und H, so schneiden sie die Ellipsen 4’ 
und B’ beziehlich ın solchen Puncten p, p, und y, q,, in welchen die- 
selben von einer Curve C\ berührt werden; und ferner schneiden sie 
verwechselt, H die A’ und @ die B’ in solchen Puncten yp’, p, und q', qı. 
in welchen A’ und B’ von einer andern Curve Ü berührt werden.” 

2) „Werden zwischen je zwei Paar zusammengehörigen Berüh- 
rungspuncten p und p,. und q, die vier Wechselsehnen PıY 
und p.y, gezogen ($.8.5.), so berühren dieselben ınsgesammt einen be- 
stimmten Kegelschnitt, etwa A’, welcher dem Vierset RSTU_ einge- 
schrieben ist und auch die zwei Gegenseiten X und %, berührt (indem die 
letztern, so wie die T'angenten R, S, T, U specielle Wechselsehnen sind). 
Und ferner: „Die aus den zwei Schnitten der Polare X mit der Ellipse 
B’ (oder A’) an den Kegelschnitt X” gelegten zwei Paar Tangenten, 
berühren ihn in den nämlichen Puncten, in welchen er von der andern 
Ellipse A’ (oder B’) geschnitten wird. 

3) „Legt man durch die vier Berührungspuncte p und p,, y und g, 
rgend einen willkürlichen Kegelschnitt D’, so schneidet er die gege- 
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hbenen Curven A’ und B° in vier solchen neuen Puncten p’ und p}, g' 
und q,, in welchen dieselben von einer andern Curve ©} berührt werden.” 
Und umgekehrt: „Die acht Berührungspuncte je zweier Curven Ü} mit den 
Kllipsen A’ und B’ liegen jedesmal in irgend einem Kegelschnitte D’.”’ — 
„Alle Curven Ü} haben gemeinschaftlich x und X zu Pol und Polaren. 
Von den gemeinschaftlichen Secanten je zweier Curven Ü/ geht immer 
ein Paar, etwa @ und H, durch den Pol x und sie sind allemal zu & 
und %, zugeordnet harmonisch.” 

4) ‚Jede vier Berührungspuncte p, Pı, 9; 9ı liegen einerseits mit 
den Ecken r und s in einem Kegelschnitte, etwa M?’, und andererseits mit 
den Ecken t und u in einem Kegelschnitte M,). Die gesammten hierdurch 
bestimmten Kegelschnitte M’ berühren einander in den Puncten r und s, 
so dafs ste daselbst gemeinschaftliche Berührungstangenten, elwaR und, 
haben, mit der gemeinschaftlichen Berührungssehne rs—X, und somit 
einen speviellen Curven- Büschel, B(M’), bilden. Der Schnitt der Tan- 
genten R und © heifse m; er liegt in der Polare X und m und X sind 
Pol und Polare in Bezug auf alle M’, auf B(M’). Seien a und b die 
Pole der Seite X in Bezug auf A’ und B’, dieselben liegen auch in Ä, 
und sei ce der Schnitt von X mit X: so sind die vier Puncte a, m, b, c 
harmonisch, so dafs also der Pol m durch die, als gegeben anzusehenden 
drei Puncte a, b, c bestimmt ist; und durch ihn sind dann auch die 
Tangenten R und 8 (= mr und ms) bestimmt. Ganz eben so berühren 
alle Kegelschnitte M;} einander in den Puncten t und u, haben daselbst 
gemeinschaftliche Berührungstangenten Z und U, mit der Berührungs- 
sehne tu— X,, und bilden einen speciellen Curven- Büschel B(M}); und 
ferner liegen der Schnitt m, von T mit U, und die Pole a, und b, der 
Seite &, in Bezug auf A’ und B° in derselben Polare X, und ist zudem 
c, der Schnitt von Ä mit &,, so sind die vier Puncte a,, m,, b,, c, har- 
monisch, also durch a,, 5b, und c, der Pol m, und durch ihn die Tan- 
genten T und U bestimmt.” — „Die auf diese Weise bestimmten zwei 
Paar Tangenten R und ©, TI und U berühren auch den obigen Kegel- 
schnitt X”, den Ort aller Wechselsehnen (2.), und zwar berühren ihn 
R und © in ihren Schnitten mit der Seite X,,. und eben so berühren ihn 
T und U in ihren Schnitten mit der Seite X, so dafs also in Bezug auf 
X? verwechselt m der Pa] von %,, und m, der Pol von & ist!’ Werden 
diese zwei Paar Tangenten vorausgesetzt, so kann man auch umgekehrt be- 
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haupten: ‚Jeder Keyelschnitt M’, welcher die Geraden R und © in den 
Puncten r und s berührt, schneidet die gegebenen Curven A’ und B’ in 
vier solchen Puncten p und p,, y und g, (aufser ın r und s), in wel- 
chen sie von einer Uurve Ü? berührt werden.’ ,,Die gegenseitigen vier 
Schnitte je zweier Uurven liegen allemal in einem Keygelschnitte M’ 
(der R und © in r und s berührt); und umgekehrt: jeder Kegelschnitt 
M? schneidet jede Curve Ü: in solchen vier Puncten, durch welche alle- 
mal noch irgend eine andere Curve C} geht.” Gleiches gilt für die Ke- 
gelschnitte M,}. 

II. 1) „Sind P und P,. O0 und Q, die Berührungstangenten 
einer ÜX mit den gegebenen Curven A’ und B’, so biegen die Schnitte 
PP,=p und 00,=p, stets in der Polare X und sind allemal zu den 
Ecken x und x, zugeordnet harmonisch.’ Und umgekehrt: ‚Nimmt man 
in der Polare X irgend zwei zu den Gegenecken x und x, zugeordnete 
harmonische Puncte, etwa g und h, an, so sind die aus ihnen an die 
Curven 4° und B’ gezogenen Tangenten P und P,, Q und Q, zugleich 
die Berührungstangenten dieser Curven mit irgend einer Curve ÜC\; und 
eben so sind die (verwechselt) aus h und g beziehlich an A’ und B’ ge- 
legten Tangenten P’ und P), und zugleich die Berührungstan- 
genten einer Ü mit A’ und B?.' 

2) „Jede zwei Paar zusammengehörige Berührungstangenten P 
und P,. O und ©, haben vier Wechselschnitte PO, und PO,, P,O und 
P,0,; der Ort aller dieser Wechselschnitte ist ein bestimmter Keyel- 
schnitt, etwa x, welcher dem Viereck rstu umgeschrieben ist, und zudem 
durch die Gegenecken x und x, geht.’ Und ferner: „Die aus dem Pol x 
an die Ellipse B’ (oder A’) gezogenen Tangenten schneiden den Kegel- 
schnitt X in denselben Puncten, in denen er von den vier Tangenten 
berührt wird, welche er mit der andern Ellipse A’ (oder B’) gemein hat.” 

3) „Werden die vier Berührungstangenten P und P,, Q und Q, 
von einem willkürlichen andern Kegelschnitte D’ berührt, so hat dieser 
mit den gegebenen Curven A’ und B’ noch zwei neue Paare Tangenten 
P’ und und Q, gemein, welche allemal die Berührungstangenten 
einer andern Curve U) mit A’ und B? sind.” Und umgekehrt: „Die acht 
Berührungstangenten irgend zweier Curven Ü} mit den Curven 4’ und B’ 
werden allemal von irgend einem Kegelschnitte D’ berührt” — ‚Von 
den gegenseitigen Schnitten der gemeinschaftlichen Tangenten je zweier 
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Curven Ü, liegt immer ein Paar, etwa g und h, auf der Polare X und 
sie sind allemal zu den Ecken x und x, zugeordnet harmonisch.” 

4) „Jede vier Berührungstangenten P, P,, Q@, Q, werden einer- 
seits mit den Tangenten R und S zusammen von einem Kegelschnitte M, 
und andererseits mit den Tangenten T und U zusammen von einem Ke- 
gelschnitte M, berührt. Alle hierdurch bestimmten Kegelschnitte M 
berühren die Tangenten R und S in den nämlichen Puncten, etwa x 
und 3, und somit auch einander selbst, so dafs sie —=M zur gemein- 
schaftlichen Berührungssehne, so wie x und M gemeinschaftlich zu Pol 
und Polare haben, und einen speciellen Curven- Büschel, B(M) bilden. 
Die BerührungssehneM geht durch den Pol x; eben so die Polaren von x 
ion Bezug auf A’ und B', die A und B heifsen mögen; und wird noch 
die Gerade ax — | ygeselzt, so sind die vier Geraden X, M, B, C har- 
monisch; sommt ast M durch die drei übrigen, die als gegeben unzusehen 
sind, bestimmt, und durch M sind dann auch die Puncte v und 8 be- 
stimmt, als ihre Schnitte mit R und 8. Ganz eben so verhält es sich 
mit den Kegelschnitten M,, mit B(M}), welche die Tangenten T und U 
gleicherweise ın zwer bestimmten Puncten t und u berühren, u.s.w. — 
„Die auf diese Weise bestimmten zwei Paar Berührungspuncte x und 8, 
t und u biegen in dem obigen Keygelschnitte X, dem Ort der Wechsel- 
schnitte (2.), und zwar gehen die in v, 8 an X gelegten Tangenten beide 
durch die Ecke x, und die in t, u an denselben gelegten Tangenten beide 
durch die Ecke x,, so dafs also in Bezuy auf X verkehrt M die Polare 
von x, und M, die Polare von x ist.” Bei Voraussetzung der vier Punete 
v und 8. t und u kann man umgekehrt sagen: ‚Jeder Kegelschnitt M 
(oder Mi). welcher die Tangenten R und S (oder T und U) in den 
Puncten v und 8 (oder t und u) berührt, hal mit den gegebenen Curven 
A’ und B’, aufser jenen Tangenten noch zwei solche Paare Tangenten 
gemein, P und P,, Q und Q,, welche zugleich die Berührungstangenten 
derselben mit einer Curve Ü} sind.” Und ferner: ‚Die gemeinschaftlichen 
Tangenten je zweier Curven C\ berühren allemal zugleich einen der 
Kegelschnitte M’ sowohl, als auch einen der Kegelschnitte Mi}; und um- 
gekehrt: jeder Kegelschnitt M oder M; hat mit jeder Curve Ü} solche 
vier Tanygenten gemein, welche allemal auch noch von einer andern Curve 
Ü: berührt werden.” 
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IV. „Legt man an jede Curve C}, in ihren beiden Schnitten mit 
der Seite )) (1.), die Tangenten, so geht von diesen zwei Tangenten stets 
die eine durch die Ecke ; und die andere durch die Ecke ;,; und eben 
so geht von den zwei T’angenten derselben Curve Ü}, in ihren Schnitten 
mit der Seite 2),, immer die eine durch ; und die andere durch ;,.” Oder 
umgekehrt: ‚Zieht man aus der Ecke x oder ;, an eine Curve Ü: die 
beiden Tangenten, so liegt allemal der Berührungspunct der einen Tan- 
gente in der Seite 2) und der Berührungspunct der andern in der 
Seite 2)” — „Und gleicherweise geht von den zwei Tanyenten jeder 
Curve ©}, in ihren Schnitten mit der Seite 3 oder 3,, allemal die eine 
durch die Ecke y und die andere durch die Ecke y,; oder umgekehrt: 
von den Berührungspuncten der aus der Ecke y und y, un jede Curve Ü\ 
gezogenen zwei Tangenten, liegt der eine in der Seile 3 und der undere 
in der Seite 

Alle vorstehenden, sich auf die S\C}) allein beziehenden Sätze finden 
analogerweise, wie schon bemerkt worden, auch für die beiden andern Schaaren, 
S(Cy}) und S(C!), statt, so dafs also jeder Salz dreifach vorhanden ist. Die 
jedesmaligen zusammengehörigen Elemente sind leicht zu erkennen. Z.B. beim 
Satze (IV.), wo ungleichnamige Elemente zusammengehören, ist die Verbindung: 

S(C?) mit Y, Yı und 3, 
I und 9, 91; 
und danach ist die Verbindung für die beiden andern Fälle: 
% und 3; X, und 9, 
Es giebt aber auch Sätze, welche sich auf zwei Schaaren zugleich beziehen, 
wie z. B. die folgenden. ; 

V. 1) „Alle Pole der Seite X in Bezug auf die S(C)) sowohl 
als in Bezuy auf die S(C!), nebst ihren beiden Polen a und b in Bezug 
auf A’ und B’, liegen insgesammt in einem und demselben Kegelschnitte 
M:, welcher mit zum obigen Büschel B.M’) (11.4.) gehört, daher durch 
die Ecken r und s geht und daselbst die Geraden R und © berührt, und 
welcher ferner auch durch die zwei Paar Gegenecken y und y,, 3 und }, 
des Vierseits RSTU geht.” ‚‚Gleicherweise liegen die yesammten Pole 
der Seite X, in Bezuy auf S(C,) und S(C?), nebst ihren Polen a, und b, 
in Bezug auf A’ und B’, in einem Kegelschnitte M,,, welcher zum obigen 
B(M}) (11.4.) gehört, daher durch die Ecken t und u geht und daselbst 


S(C)) mit und S(C?) mit 
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die Z und \ berührt, und welcher ferner auch durch die nämlichen 
Gegenecken y und y,. 3 und 3, geht.” — Auch dieser Satz findet dreifach 
statt; nämlich in Rücksicht auf jedes der drei Paar Gegenseiten des Vierecks 
rstu und der beiden mit dem jedesmaligen Paar ungleichnamigen Schaaren. 

2) „Alle Polaren der Ecke x in Bezug auf S(C}) und S(CH, 
nebst ihren Polaren A und B in Bezug auf A’ und B’, berühren insge- 
samınt ernen bestimmten Kegelschnitt welcher zum obigen B(M°) 
(1il. 4.) gehört und daher die Tangenten R und S in den Puncten 
v und 8 berührt, und welcher ferner auch die zwei Paar Geyenseiten 
und 3 und 3, des Vierecks rstu zu Tangenten hat.” 
gleicherweise berühren alle Polaren der Ecke x, in Bezug auf S(C}) und 
S(C), nebst ihren Polaren A, und B, in Bezug auf A’ und B’, einen 
Kegelschnitt M;,, welcher zum obigen B(M;) gehört, und daher die 
Tangenten T und U in den bestimmten Puncten t und u, so wie ferner 
auch die Seiten ?) und ?2),, 3 und 3, berührt.” 

VI. Bemerkung. Die angegebenen Eigenschaften gelten für den vor- 
ausgesetzten Fall, dafs sowohl die vier gegenseitigen Schnitte als die vier 
gemeinschaftlichen Tangenten der gegebenen Kegelschnitte A’ und 3° reell 
sind. wobei jedoch die letztern nicht gerade Ellipsen sein müssen, sondern 
von beliebiger Art sein können. Von diesem Falle aus kann man zu den 
übrigen Fällen übergehen, bei welchen je ein Theil der genannten Elemente 
imaginär wird. Die wesentlichsten Fälle der Art sind folgende drei. Wenn 
die gegenseitige Lage der gegebenen, beliebigen Kegelschnitte A’ und B? so 
beschaffen ist, dafs entweder: 1) nur die vier Schnitte r, s, # und w reell, 
dagegen die vier gemeinschaftlichen Tangenten imaginär; oder 2) nur die vier 
gemeinschaftlichen Tangenten reell, dagegen die vier Schnitte imaginär; oder 
endlich 3) nur zwei Schnitte und nur zwei gemeinschaftliche Tangenten reell 
sind. Bei diesen drei Fällen wird dann auch von den übrigen, oben be- 
schriebenen (1.) Elementen je ein Theil imaginär, wodurch in den angege- 
benen Eigenschaften und Sätzen entsprechende, wenig oder mehr erhebliche 
Änderungen eintreten; ähnlich wie oben $.8. So tritt z.B.,. wenn etwa die 
Gegenseiten X und %, imaginär werden, aber ihr Schnitt, der Pol x, reell 
bleibt, bei dem Satze (Il. 1.) die Änderung ein, dafs die sämmtlichen Paare 
Berührungssehnen pp, und gg, ein ellöptisches Strahlen-System bilden, wo- 
gegen sie dort ein Ayperbolisches bilden. U. s. w. 
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$. 11. 

I. In Rücksicht der vorstehenden allgemeinen Sätze ($. 10.) sollen 
hier noch folgende, in denselben mit inbegriffene, specielle Sätze besonders 
herausgehoben werden. 

1) „Werden einem vollständigen Vierseit RSTU irgend zwei 
Kegelschnitte A’ und B? eingeschrieben, so liegen die 8 Puncte, in wel- 
chen sie die Seiten berühren, allemal in irgend einem dritten Keyel- 
schnitte D’” Und: „Legt man durch die vier Puncte v, 8, t und u, in 
welchen ein beliebiger Keygelschnitt A’ die Seiten R, 8, T und U des 
Vierseits berührt, einen willkürlichen Kegelschnitt D’, so schneidet dieser 
die Seiten in vier solchen neuen Puncten x,, 8,, t, und u,, in welchen 
dieselben allemal von irgend einem Kegelschnitte B’ berührt werden.” *) — 
Ferner: ‚Die gegenseitigen vier Schnitte r, s, lt, u je zweier demselben 
Vierseit RSTU eingeschriebenen Kegelschnilte A’ und B’ liegen mit jedem 
Paar Gegenecken des Vierseits, also sowohl mit x und x,, als y und y,, und 
; und 3,, zusammen in einem Kegelschnitte, beziehlich X, 2) und 3°.” 
Und ferner: ‚Von den 8 Berührungspuncten (x, 8, t, u; Yı, 
je zweier dem Vierseit eingeschriebenen Kegelschnitte A’ und B’ liegen 
12 nal 4 mit irgend zwei der vier Schnitte r, s, t, u der leiztern zu- 
sammen in einem Kegelschnitte M’ (oder M;), und diese 12 Kegelschnitte 
ordnen sich in 6 Paare, welche einander doppelt berühren; nämlich durch 
je zwei der vier Schnitte r, s, t, u gehen zwei Kegelschnitte M’ und 
berühren sich in denselben. Die je 6 Puncte, welche zusammen in einem 
Kegelschnitte liegen, sind: 
d.h. beide vier Puncte in der ersten Klammer liegen mit jedem Paar in 
der zweiten Klammer in einem M?.” 

2) „Werden eimem Viereck rstu zwei beliebige Kegelschnitte 4° 
und B’ umgeschrieben und in den vier Ecken an dieselben Tangenten 
gelegt, so berühren die 8 Taangenten allemal irgend einen dritten Kegel- 
schnitt D’.” Und: ‚Ist dem Viereck ein beliebiger Kegelschnitt A? um- 
geschrieben und werden dessen Tangenten R, ©, T und U, in den Ecken 
r,s, t und u des Vierecks, von einem willkürlichen Kegelschnitte D’ be- 


I 


*) Die diesen zwei Sätzen analogen Sätze in Bezug auf das Dreiseit habe ich schon 
früher, 1828, in den Gergonne’schen Annales des Mathem. t. XIX. oder XX. bewiesen. 
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rührt, so gehen aus den Ecken an den letztern noch vier solche neue 
Tangenten R,. ©,, T, und U,, welche in den Ecken allemal von irgend 
einem Kegelschnitte B’ berührt werden.” Ferner: ‚Die vier gemein- 
schaftlichen Tangenten R, S, T, U je zweier demselben Viereck rstu 
umgeschriebenen Kegelschnitte A und B’ werden mit jedem der drei 
Paar Gegenseiten des Vierecks, (mit X und %,, Y und 9,, 3 und 3.). 
zusammen von eimem Kegelschnitte (X, Y’, berührt.” Und ferner: 
„Bei je zwei dem Viereck rstu umgeschriebenen Kegelschnitten 4’ und B’ 
werden von ihren 8 Tangenten (R, ©. T. U; R,, ©, T,. U,) ’n den 
Ecken 12 mal 4 mit irgend zwei ihrer 4 gemeinschaftlichen Tangenten 
(R, S, T, U) zusammen von irgend einem Kegelschnitte M’ berührt; 
und zwar ordnen sich diese 12 Keyelschnitte M in 6 einander doppelt 
berührende Paare, welche die vier gemeinschaftlichen Taangenten R, 8, 
T und U, paarweise genommen, zu Berührungstangenten haben.” 

Il. Von der obigen Betrachtung ($. 10.) kann man auch zu den- 
jenigen besondern Fällen übergehen, wobei die gegebenen Kegelschnitte 4’ 
und B°, einzeln genommen, aus einem Paar Puncten oder Geraden bestehen. 
In dieser Hinsicht sind folgende fünf Fälle zu beachten. 

1) Wenn etwa B° aus zwei Geraden 3 und 9, besteht. so sind 
diese ein Paar Gegenseiten des Vierecks rstw, und ihr gegenseitiger Schnitt 
ist der Pol z&. Die vier gemeinschaftlichen Tangenten A, 8, T und U fallen 
paarweise zusammen, (RU) und (ST), und sind die aus dem Pol x an die 
Curve 4° gehenden zwei Tangenten. Dadurch vereinigen sich von den sechs 
Ecken des früheren Vierseits #ST'U zwei Paar, nämlich x und x,, 9 und y, 
mit dem Puncte z, und die zwei übrigen, 3 und },. sind die Berührungs- 
puncte jener Tangenten (RU) und (ST), liegen in der Polare Z und sind 
zu den Polen x und y zugeordnet harmönisch. Hierbei artet die S(C?) in 
einen Strahlbüschel um den Mittelpuncet z aus, d. h. jeder durch z gehende 
Strahl (Gerade), doppelt gedacht, ist als eine Ü': anzusehen, seine Schnitte 
mit A’ sind zugleich seine Berührungspuncte mit A’, wogegen seine Be- 
rührungspuncte mit B?—= in x vereinigt liegen. Die Schaaren S(C}) 
und S(C) bleiben eigentliche Curven und behalten ihre obigen Eigenschaften, 
jedoch zum Theil mit angemessenen Modificationen. 

2) Wenn B° aus zwei Puncten ; und 3, besteht, so sind diese ein 
Paar Gegenecken des Vierseits RSTU und liegen in der Polare Z. Die 
vier Schnitte r, s, £ und « rücken paarweise zusammen, (r%) und (s£), in 


u 
| & 


15. J. Steiner, allgem. Betrachtung üb. einand. doppelt berühr. Kegelschnitte. 221 


die Schnitte von 33, —= Z mit der Curve A’, so dafs zwei Paar Gegenseiten 
des Vierecks rs/w, nämlich X und %,. ”) und %,, auf Z fallen. und das 
dritte Paar, 3 und 3,. die Tangenten an A’ in jenen Puncten (rw) und (st) 
werden, einander in & schneiden und zu den Polaren A und Y zugeordnet 
harmonisch sind. Hier besteht die S(C) aus allen Paaren Tangenten der 
Curve 4°, welche sich auf der Geraden Z£ schneiden. Dagegen enthalten 
S(Cx) und S(C}) alle eigentlichen Kegelschnitte C*, welche durch die ge- 
gebenen Puncte 3, 3, gehen und die gegebene Curve A’ doppelt berühren. 

3) Wenn A’ und B° aus zwei Paar Geraden ) und Y,. 3 und 3, 
bestehen, so sind sie als zwei Paar Gegenseiten des Vierecks rs/u anzu- 
sehen, ihre eigenen Schnitte als die Pole y und z, ihre Wechselschnitte als 
die Schnitte r, s, und Die vier gemeinschaftlichen Tangenten #, 8, 
T und U fallen alle auf die Gerade yx —= Ä. Die Schaaren S(C}) und 
S(C?) arten in Strahlbüschel um die Pole y und x aus, in gleichem Sinne wie 
oben (1.). und es bleibt nur die S(C}) als eigentliche Curven übrig, deren 
Berührungssehnen durch den Pol x, deren Wechselsehnen dagegen paarweise 
durch die Pole y und z gehen ($. 10. I1.). 

4) Wenn 4° und B° aus zwei Paar Puncten y und y,, 3 und 3, be- 
stehen. so sind sie als Gegenecken des Vierseits RSTU anzuseken, die 
sie verbindenden Geraden yy, und 33, als die Polaren Y und Z, und die 
beide Paare wechselseitig verbindenden Geraden als die gemeinschaftlichen 
Tangenten A, 8, T' und U. Die vier Schnitte v, s, ? und « liegen alle im 
Pol x = YZ vereint. Die S(C}) artet aus in alle Paare Gerade, welche 
durch die Puncte 3 und 3, gehen und sich auf Y schneiden; und eben so be- 
steht die S(C}) aus allen Paaren Gerade, welche durch 9 und 9, gehen und 
sich auf Z schneiden. Die S(C\) bleilren eigentliche Curven, die dem Vier- 
eck 99,33, umgeschrieben sind. 

5) Wenn endlich A’ aus zwei Puncten 3 und ;,. und B° aus zwei 
Geraden 3 und 3, besteht, so sind sie als die durch diese Bezeichnung an- 
gedeutelen Elemente anzusehen, so dafs ferner die Gerade 3, —=Z und der 
Schnitt 33, = ist. Die vier gemeinschaftlichen Tangenten fallen paarweise 
auf die Geraden 23 und 23,, nämlich (RU) —= x; und (ST) — z;,, und 
daher liegen die zwei Paar Gegenecken x und x,. 9 und y, in 2 vereint. 
Eben so fallen die vier Schnitte », s, 7, « paarweise (r und a, s und #) zu- 
sammen, in die Schnitte von Z mit 3 und 3, sa dafs (ru) = Z,) und 
(st) = Z3,; und daher fallen die beiden Paar Gegenseiten X und %,, 2) und 
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9, auf Z, aber trotzdem bleiben ihre Schnitte, die Pole x und y, dennoch 
dadurch bestimmt, dafs sie sowohl zu 3 und 3,, als zu den Schnitten Z3 und 
7,3 zugeordnet harmonisch sind. Die S(C!) arten in den Strahlbüschel um 
z aus. Dagegen enthalten die S(C}) und S(C}) eigentliche Curven, welche 
durch die Puncte 3 und 3, gehen und die Geraden 3 und 93, berühren. 

Ill. Gestützt auf diese besondern Fälle (11.), so wie auf den obigen 
allgemeinen Fall ($. 10.), lassen sich folgende Aufgaben leicht behandeln und 
die Zahl ihrer Lösungen im Voraus bestimmen. 

1) ‚Kine Curve Ü’ zu finden, welche zwei gegebene Keyelschnitte 
4A und B’ doppelt berührt und zudem noch entweder 

o. eime gegebene Gerade @ berührt; oder 

P. durch einen gegebenen Punct p geht.” 
Jede dieser beiden Aufgaben gestattet sechs Lösungen, und zwar bestehen die 
lösenden Curven aus und 2U!. Die gegenseitigen vier Schnitte 
des Curvenpaars etwa pP, Pı, und p,,. liegen in einem der Kegel- 
schnitte M° ($.10. II. 4.),. welcher durch den gegebenen Punct » bestimmt 
ist; die drei andern Schnitte p,, ps, P; sind dadurch bestimmt, dafs einer 
derselben, etwa »,. in der Geraden xp liegt und dann auch die Gerade p,P; 
durch x geht, und zudem beide Gerade »p, und 9,9; zu den Seiten X und X, 
zugeordnet harmonisch sind. 

2) „Eine Curve zu finden, weiche eine gegebene Curve A’ 
doppelt berührt und nebstdem noch entweder 

a. drei gegebene Gerade 3. 3, und @ berührt; oder 
P. zwei gegebene Gerade 3 und 5, berührt und durch einen ge- 
gebenen Punct p geht; oder 
y. eine gegebene Gerade @ berührt und durch zwei gegebene Puncte 
; und 3, geht; oder endlich 
d. durch drei gegebene Puncte ;, ;, und p geht.” 
Bei jeder dieser vier Aufgaben finden, im Allgemeinen, sechs Lösungen statt; 
wie vorhin (1.). 
3) „Fine Curve C’ zu finden, welche entweder 
a. drei gegebene Gerade 3, 3, und @ berührt und durch zwei ge- 
gebene Puncte ; und ;, geht; oder 
P. zwei gegebene Gerade 3 und 3, berührt und durch drei ge- 
gebene Puncte ;, ;, und p geht.” 
Beide Mal vier Lösungen. 
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4) „Eine Curve C’ zu finden, welche entweder 
vier gegebene Gerade berührt (11. 3.) und durch einen gegebenen 
Punct p geht; oder 
P. durch vier gegebene Puncte geht (11. 4.) und eme gegebene Ge- 
rade @ berührt. 
Beide Mal zwei Lösungen. Und endlich: 
5) „Kine Curve Ü’ zu finden, welche entweder 
oe. fünf gegebene Gerade berührt; oder 
9. durch gegebene fünf Puncte geht ;” 
beide Mal nur eine Lösung. oder Ü° absolut bestimmt. 
$. 12. 
Bemerkung. Die Aufgabe: 
„Eine Curve Ü’ zu finden, welche drei gegebene Curven A’, B' 
und D’ doppelt berührt,” 
ist im Allgemeinen unmöglich, wie aus dem obigen ($. 10.) leicht erhellet; 
sie wird erst dann möglich, wenn die gegebenen Curven eine gewisse nähere 
Beziehung zu einander haben, was bereits schon in der mehrerwähnten Ab- 
handlung (Bd. 37. S. 187 d. Journ.) angegeben worden. und wovon man sich, 
wie folgt, leicht überzeugen kann. 

Denn angenommen die Curve Ü” berühre jede der drei gegebenen 
Curven 4’, B° und D° doppelt; seien etwa 4, B und D beziehlich die 
Berührungssehnen, und seien ferner x, y, 2; y', 2’; x”, die ge- 
meinschaftlichen Trippel conjugirte Pole, so wie X, X, Z; 
A", die gemeinschaftlichen Trippel eonjugirte Polaren der Curven- 
paare A’ und 3°, A’ und D’, B? und D°: so mufs die Berührungssehne 4 
sowohl durch einen Pol des ersten Trippels, etwa durch x, als auch durch 
einen Pol des zweiten Trippels, etwa durch x’, gehen (weil 4° zum ersten 
und zweiten Curvenpaar gehört) ($. 10. 11. 1.),. und dann müssen auch die 
Berührungssehnen 3 und D beziehlich durch die nämlichen Pole x und «', 
so wie auch beide durch einen und denselben Pol des dritten Trippels, etwa 
durch «”, gehen. Demnach müssen die drei Berührungssehnen A, B und D 
allemal die Seiten eines solchen Dreiecks sein, welches irgend drei Pole, je- 
doch von jedem Trippel einen, zu Ecken hat, wie das Dreieck zx'.x”; die 
Combination gestattet 27 solche Dreiecke. Da nun ferner sowohl x und X, 
als x’ und X’, so wie «” und X” Pol und Polare in Bezug auf die Curve C° 


sind ($. 10. I. 3.),. so mufs das Dreieck mit dem Dreiseit 
29 * 
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perspectivisch liegen; d. h. die drei Geraden, welche ihre Ecken in bestimmter 
Ordnung paarweise verbinden, treffen sich in irgend einem Puncte p, und die 
drei Schnitte der entsprechenden Seitenpaare liegen in irgend einer Geraden P; 
nämlich heifsen die den Seiten X, X’, X" gegenüber liegenden Ecken des 
Dreiseils beziehlich «, 5, d (sie sind zugleich die Pole der Seiten A, B, D, 
des Dreiecks zx’x” in Bezug auf die Curve ©” sowohl als beziehlich in 
Bezug auf A’, B’, D’), so treffen sich die drei Geraden «ax, bx', dx" in 
einem Puncte und die, drei Schnitte AX, liegen in einer 
Geraden P (auch sind »p und P Pol und Polare in Rücksicht auf C°). — 
Zu diesen Eigenschaften gesellen sich ferner noch folgende. Bezeichnet man 
die gegenseiligen vier Schnitte der drei Curvenpaare durch r, s, t, u; 


| 


r,s,t, wu; r", s’, und ihre vier gemeinschaftlichen Tangenten durch 
R,sS, T,U; R, s', T', U'; R', T", U", und gleicherweise die 
übrigen Elemente: so gehen durch die Pole x, &’, x” beziehlich die Seiten- 
paare X und % und und und in den Polaren X, X, X" 
liegen beziehlich die Eckenpaare x und x,, v' und x;, x’ und x\; und alsdann 
schneiden sich von den ersiern viermal drei in einem Puncte, etwa XXX, 
RU. U, und XXX. und von den letztern liegen viermal drei in einer 
Geraden, xxx", und 

Wenn also eine Curve EC? die drei gegebenen Curven 4°, B°’, D°’ doppelt 
berührt, so müssen die den lelztern zugehörigen Elemente, unter andern, die an- 
gegebenen Eigenschaften haben; da aber diese Eigenschaften einander bedingen, 
selbst von einander abhängig sind, so beschränkt sich die Bedingung für die 
Möglichkeit der Curve Ü” nur auf je einen Theil derselben, nämlich: 

Die Curve Ü’, welche die drei gegebenen Curven A’, B’ und D’ 
doppelt berühren soll, ist möglich, sobald entweder: 

1) von den 27 Dreiecken, welche je drei Pole, jedoch von jedem 
Trippel einen, zu Ecken haben, irgend eins (wie xxx") mit dem ihm 
entsprechenden Dreiseit (XX'Ä") perspectivisch liegt; oder 

2) von den Seiten der drei Vierecke rstu, r's't!u, r"'s'!'w" irgend 
drei, worunter jedoch von jedem Viereck eine (wie etwa X, X, &X") sich in 
einem Puncte p treffen; oder endlich 

3) von den Ecken der drei Vierseit RSTU, RS'T'U', R'S"T"U" 
irgend drei, unter denen jedoch von jedem Vierseit eine (wie etwa x, x, x") 
en einer Geraden P liegen.” 

Berlin, im März 1852. 
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16. 


Darstellung einer beliebigen gegebenen Gröfse 
durch sın am (vw +w,k). 


(Von Herrn Dr. Richelot, prof. ord. an der Universität zu Königsberg in Pr.) 


! Eine bei der Anwendung der elliptischen Functionen sich öfters dar- 
bietende Aufgabe besteht darin, für einen gegebenen Modul k eine beliebige 
gegebene Gröfse durch sinam(w,%) auszudrücken. 

Für den Fall, dafs diese gegebene Gröfse (= 4) reell ist, findet man 
die Bestimmung von u in ($. 69.) der „Fundamenta,” bei Gelegenheit der Re- 
duclion des von Legendre benutzten Parameters der Integrale dritter Gattung, auf 
den von Jacobi eingeführten Parameter, und hat demgemäls, während A resp. 


positiv und kleiner als 1, 


positiv und gröfser als 1, aber kleiner als 


k’ 
positiv und gröfser als 
ist, respeclive 
sin am (u, k) 4, 
(1)  sinam(K-+iu,k) — 4, 
sinam(@K,--u,k) — A 


zu selzen, wo K und K, die bekannte Bedeutung haben. Zur Bestimmung 
des Arguments « selbst, dienen dann respeclive die Formeln 


. 1 
A dr 
dx dx 
( ) u oder K, 
Ist die gegebene Gröfse — ?A,, wo A, reell und positiv ist, so 


hat man 


(3.) 24, = sinam(iv, k) 


4 
| | 
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zu setzen. und bedient sich zur Bestimmung des Arguments v® der Formel 
A, 1 


dr K da 
/ 


Für den Fall, dafs die Gröfsen A und A, negativ sind, hat man respective 


(4.) v 


0 0 


A sinam(— u,k), 
A —= sinam(— K— ıu,k), 
A sinam(—:K, —u,k), 
A, — sinam(— iv, k), 


und in den obern Grenzen der Integrale (2. und 4.) statt A und A, respective 
— A und — 4, zu setzen. 

Wenn die gegebene Gröfse einen. beliebigen imaginären Werth hat, 
so läfst sich die Auflösung der vorliegenden Aufgabe aus den Grundformeln 
der elliptischen Functionen für die Summe und Differenz zweier beliebiger 
reeller oder imaginärer Argumente, welche sich aus den ($$. 18. und 19.) 
der „Flundamenta” ergeben, auf verschiedene Weise ableiten. Die in den 
folgenden Zeilen von mir mitzutheilende Art scheint mir die einfachste zu sein. 

Die gegebene Gröfse sei auf die Form 

o(c0osd--?sin®) 
gebracht. wo 0 eine reelle Gröfse ist und der Winkel 6 die Grenzen — In 
und -— 477 nicht überschreitet. Setzt man nun 

(5.) = sinam((u-+2),k), 

so redueirt man die Fälle, wo o negativ ist, auf die Fälle wo o positiv ist, 
dadurch, dafs man den in den letztern gefundenen Werthen von # und v das 
entgegengeselzte Zeichen giebt. Es darf daher o positiv angenommen werden. 
Ferner kann man, wegen der doppelten Periodieität der Function sin am, 
die Aufgabe dahin modifieiren, dafs nur die, die Grenzen — K und + Ä nicht 
überschreitenden Werthe von ®, und die die Grenzen — K, und -+K, nicht 
überschreitenden Werthe von ® gesucht werden. 

Zu diesem Ende führe ich die kleinsten positiven Winkel ein. welche 


den Formeln 


2hocos# 


genügen. und bestimme die Argumente « und v» aus den Formeln 


A 
(7) sinam(u,k) — tangdoy ang 
Iam(v,k,) 


w) 


| 


; 
| 
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in der Art, dafs man für « den kleinsten positiven und für » denjenigen 
kleinsten reellen genügenden Werth nimmt, dessen Zeichen mit dem Zeichen 
von übereinstimmt. 

Der Beweis dieser Behauptung ist folgender. Setzt man der Kürze 
wegen die Function 

y(1+22c050- 2”) = f(x), 

wo, wie überall im Folgenden, das Wurzelzeichen den positiven Werth ver- 
langt, so erhält man leicht aus den angenommenen Formeln die folgenden: 


f(—o)\ / f(ke) + f(— ko) 
oder, da identisch 


ist, folgende: 


deren letztere auch folgende Form annimmt: 


(12) Jam(v,k,) — 


Da nun die Functionen 
(13.) 2) 
—= 
weil ihr Differentialguotient nach =, 
— 40? cos?9) x°— 2 cos? 0) 
4.r°cos’d) 
oder, nach leichter Reduction, | 
c0s26)°+ sin?20) 
für jeden reellen Werth von .r stets positiv bleibt, selbst stets mil =" zu- 


gleich wachsen, so ist leicht zu sehen, dafs die Werthe von Sam(v,k,) die 


Grenzen A und 1 und die Werthe von sinamu,% stets die Grenzen O und 1 


= 
| 
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nicht überschreiten. Jenes folgt aus den Formeln (11. und 12.), dieses aus 
- 
der Formel (10.). da — ist. Es geebt 
daher stets eenen die Grenzen O und 1 nicht überschreitenden Werth von «, 
und einen die Grenzen — K, und Ä, nicht überschreitenden Werth von ev. 


Aus den Formeln (8. und 9.) ergeben sich aber ferner die Gleichungen 
— sinam (w,k) Aam(v,k,), 
Fiko)— f(— ho) 4. Sinam 
und hieraus folgende, in welchen die obern und untern Zeichen auf beiden 
Seiten zusammengehören: 


sinam (u, k).Jam (v, k,) 
(14.) Ä am(u,k) 

1+ sin am (u,k) Jam (sh). 

f(—ho) Iam(v,k,)— ksin am (v,k) 


Da nun die Formeln (16. und 18. $. 18.) der „Fundamenta”, wenn 
man 20 statt » setzt und die Formeln (1. 2. 4. $. 19.) benutzt, nach gegen- 
seiliger Division, in die folgenden übergehen: 


((d-+ksinam(n 


(1 — ksin am (di —ksinam(u—iv,h)) 


so erhält man, mit gehöriger Benutzung der identischen Gleichungen 
cosd--isind — e"”, 
aus den Formeln (14.) folgende Gleichungen: 


(1+ + sinam(w—ie,kh)) 
(1+ksınam (u +iv,h))(I + hsinam(w—ir,h)) ’ 
(14 (1-+ (1 + 


(1— ksinam («+ iv,h)) (1— ksin am (u —iv,h)) (1— ige) 1— 
Hieraus folgen sofort die Gleichungen 

{sin am (a 4- 2», k)} {sin am (u — iv, k)} 

sin am sin am (u — ev, k) 


0° 
200036, 


und daher ist sin am(w--ve,%) entweder 
— o(c0s® -+:sin®), 
oder — 0/0059 — :sin®). 


A 
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Da nun aber aus der Grundformel (1. $. 18.) der „Fundamenta”, wenn man 
iv statt vo setzt und die Formeln ($. 19.) anwendet, die Formel 
(15.) 


sin am (u, Jam (w,k)sinam(v,k,)cos am (v,h,) 
cos’am (v,k,) + sin’am 


folgt, deren imaginärer Theil, mit Rücksicht auf die obige Annahme, wenn 

man x und ® innerhalb ihrer oben bezeichneten Grenzen nimmt, das Zeichen 

von 9 hat, während ihr reeller Theil positiv ist, so sieht man endlich, dafs 

die Gleichung 
o(cos0-+isind) — sinam (u + iv, k), 

besteht; was zu beweisen war. 


Um die Argumente « und v» aus den Werthen von sinam(w,%) und 
Iam(v,k,) zu bestimmen, gehe man wieder auf die Definitionen dieser beiden 
Functionen durch Integrale zurück. Dies giebt erstens: 


am (u, dx 


Ist k, > % und setzt man, was alsdann freisteht, 


Aam(v,k,) 


1 


so Ist zweitens: 
cosY 


dr 


Ist aber A, <k, so selze man, was dann freisteht: 


und erhält: 


da 

Hienach kann man die Argumente v und v entweder mittels der Legendre- 
schen Tafeln, oder der auf der Transformation der elliptischen Integrale erster 
Gattung beruhenden Näherungsmethode berechnen, wenn man es nicht vorzieht, 
die Reihen-Entwickelungen für die elliptischen Functionen sinam(u, A) und 
IJam(v,k,), und die ähnlichen, zur indirecten Bestimmung von und durch 
die gewöhnlichen Näherungsmethoden zu benutzen. 
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Es ist wohl nicht überflüssig, einer zweiten Lösung derselben Aufgabe zu 
erwähnen, welche auf denselben Grundformeln wie die eben mitgetheilte beruht. 


Führt man die Winkel p und w, als die, absolut genommen, kleinsten ein, 


welche den Formeln 


20 sin 


(16.) tangp = langyw = 


Genüge leisten, so ist # der kleinste reelle positive und v» der im Zeichen 
mit 9 übereinstimmende kleinste reelle Werth, welche respective denjenigen 
der beiden Gleichungen 
tangam(v,k,) 
(17.) sin coam (u, h) 
lang am (v,A,)sincoam (w,k) — oder tang}(n- y) 
genügen, deren Seiten rechts respective im Zeichen mit 6 übereinstimmen. 
Der Beweis hievon läfst sich wieder auf die Weise geben, dafs man 
zuerst die Existenz eines reellen positiven # und eines reellen v, welche den 
Gleichungen (17.) Genüge leisten, nachweiset. Je nachdem die Winkel 
v,6, 
oder —y, vw,6®6, 
oder —y, —w, 6 
gleiche Zeichen haben, haben auch die Gröfsen 
2 
oder — (1 1— Ko’, 
oder — (1 — 0), —(1— 
respective positive Werthe, und umgekehrt; so dafs, da nicht zu gleicher Zeit 
1—o’ und —(1— Ko?) positiv sein können, auch der vierte Fall, dafs 
gleiche Zeichen haben, nicht Statt findet. Zugleich hat man respective die 
aus den Gleichungen (7.) folgenden Formeln: 


— tang3Yy, oder = tang}(n-y), 


sin’ coam (u, k) —= -eolang sg.tangsw, 
sin’ coam (u, k) — lang }p.tang 
sin’coam (u,k) cotang} w, 
tang’am(v,k,) — w, 


1 
tang’am(v,k,) = zw, 


1 
tang’am(v,k,) = 7colang }y.colang w. 


8 
# 
2 
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Da die 6 Glieder rechts in diesen Gleichungen in den drei verschiedenen 
Voraussetzungen positiv sind, so ergiebt sich die Realität von » geradezu, 
und für # bleibt nur zu zeigen übrig, dafs die drei Werthe für sin’ coam /u,k) 
auch die Grenzen O und 1 nicht überschreiten. Mit Hinzuziehung der For- 
meln (16.) erhält man aber in den drei Fällen respective: 


sin’ coam (u, k) — 


+1 


sin’coam (u,k) 
4sin?d 


sin’ coam (u, k,) — 


1 
+ or 
Da nun aber oben gezeigt ist, dals die Function 
während x von — x bis O0 zunimmt, stets selbst wächst, so folgt hieraus 
auch, dafs die Function 
3, 
während z von O durch 1 bis © wächst, selbst 
von 2 durch y(4sin’#) bis Null abnimmt. 
Aus dieser Bemerkung folgt, dafs in den drei verschiedenen Fällen die Seiten 
rechts der Gleichungen (18.) die Einheit nicht übertreffen. 
Es bleibt jetzt nur noch zu zeigen, dafs die so gefundenen Werthe 


von u und v wirklich die Aufgabe auflösen. Zu diesem Zweck leite man aus 
den Gleichungen (16. und 17.) die folgenden ab: 


2osnd 

sin” coam (u, k) — tang’am(v, k,) 
2kosin 2ksincoam (u, k)tangam (v,k,) 
1— 1— h*sin’coam (u,k)tang’am(v,k,)” 


welche nach Einführung der elliptischen Functionen des Arguments iv für den 
Modul %, in folgende übergehn: 


30 * 


| 
| 
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 2sin coam (u,Ä)sin am (iv, k) 
2ikosind 2k sin coam (w, k) sin am (iv, k) 
A+K?sin?coam 


Zieht man beide Seiten dieser Gleichungen von +1 ab, wnd benutzt die For- 
meln (17. und 19. $. 18.) der „Fundamenta”, so erhält man die Gleichungen: 
(1+0(cos9-+isin)) (A 

(1+ sinam (u +iv,k)) (1— sin am (u— iv,k)) 
(4—sinam (u +iv,k))(1+sinam (u—iv,k)) 
(1+ ) (1—ho(cos#— isin9)) 
(1 — ko(cos0+isind)) (1+ ko(cos6—sin)) 
(4+-ksinam (uw (1 —hsin am (u—iv,k)) 
(A—ksinam (u +iv,k)) (1 + ksinam(n—iv,k))? 
aus welchen dann die beiden Formeln 


2iosind — sinam (u —-2v, k) — sin am (u —- ?v, k) 

= sinam sinam(u — iv, k) 
folgen, welche, da der imaginäre Theil von sin am (#-2v,%), der Formel (15.) 
gemäls, auch hier bei der gemachten Voraussetzung mit 26 übereinstimmt, auf 
die zu beweisende Gleichung 

sin am (u -- iv, k) 
führen. Die Argumente # und » selbst findet man aus den Werthen für 
sincoam (w,k) und tangam(v,k,) durch die Formeln 


2 sincoam (1, k) dx 
u = 9 


’sinam(v,k,) dr 
+/ 


Die besondern Fälle, in welchen 9—=0, oder =4n, oder k=0 oder 


E k—1 ist, erfordern keine besondere Berücksichtigung. Auf eine ähnliche Art 
kann man jede gegebene Gröfse auch auf die Formen 
cos am (u -- k) 
Jam (u-- iv, k) 
tang am (u k) 


bringen. 
Cranz, den 26. August 1852. 
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17. 


Bemerkungen zur Theorie des Raumpendels. 
(Von Herrn Prof. Dr. Richelot zu Königsberg in Pr. ) 


(Aus einem Briefe desselben an den Herausgeber dieses Journals. ) 


len glaube, Ew.... . Interesse für die folgenden Mittheilungen aus dem 
Gebiete der analytischen Mechanik in Anspruch nehmen zu dürfen, um so 
mehr, da sie ein jetzt vielseitig besprochenes Problem berühren. Ich beziehe 
mich hiebei auf die im 2ten Bande der analytischen Mechanik Seite 194 
eingeführte Bezeichnung, und werde hier zuerst den Theil der auf den fol- 
genden Seiten gegebenen Entwickelungen, welcher sich auf kleine Schwin- 
gungen des Raumpendels bezieht, ganz anders behandeln. und namentlich die 
Modification derselben, in Folge störender Kräfte, durch einfache Formeln 
ausdrücken. Wenn gleich diese Aufgabe in neuester Zeit von mehrern Geo- 
metern bei Gelegenheit jenes oben erwähnten bekannten Problems behandelt 
ist, so halte ich doch die folgende Darstellung, ihres unmittelbaren An- 
schlusses an die Lagrangeschen Gleichungen und ihrer Kürze wegen, nicht für 
überflüssig. 

Die am angeführten Orte aufgestellten Differential-Gleichungen des 
Problems gehen nach einer leichten Combination in folgende über: 


(1) di 


wo also r die Länge des Pendels, Seine zur Zeit £ stattfindende Neigung 
gegen die Verticale, und dp den Winkel bedeutet, den die durch das Pendel 
gelegte Vertical-Ebene in der Zeit di beschreibt. Die Integration dieser 
Gleichungen führt auf die vier Gleichungen 


— ®, 


sin sin cosy — E, 
Cdw 


wo der Kürze wegen R= y) sin? — gesetzt ist. Die erste 


dieser Gleichungen entspricht dem Flächensatz, die zweite dem Satz der leben- 


| 
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digen Kraft; die dritte giebt die Zeit. die vierte den Winkel y an, welche 
von dem Moment an gezählt sind. wo der Winkel w seinen kleinsten Werth 
— / hat, so dals also — 7 und —& die zu v—= gehörigen Werthe von 
t und g sind. Endlich bedeute @, wie bei Lagrange, den gröfsten Werth 
von vw. Ich betrachte hier «, 9, T, $ als die vier willkürlichen Constanten 
der Integration und werde ihre Correctionen bei hinzutretenden störenden 
Kräften, hier in dem auch von Lagrange abgehandelten Falle, dafs « und $ 
als Grölsen erster Ordnung behandelt werden. auf folgende einfache Art 
bestimmen. 

Da hier eine successive Annäherung Statt findet, so kann man, wie 
es gewöhnlich geschieht, die aus Berücksichtigung der ‚höheren Potenzen von 
v herrührenden Glieder mit den auf der rechten Seite der Gleichungen (1.) 
hinzutretenden Störungsfunctionen vereinigen und erhält dann, die resultiren- 
den Aggregate durch (2 und 2, bezeichnend, folgende Differential- Gleichungen: 

d 2 2 
di dt 

Es ist bekanntlich bei der Variation der Constanten vortheilhaft,. solche 
Lösungen des ungestörten Problems anzuwenden, bei welchen alle übrigen 
Variabeln durch die Constanten und die Zeit ausgedrückt sind. In unserm 


Falle folgen dergleichen Formeln aus den allgemeinen Integralen hier von 
selbst, nemlich: 


(4)  wsin(g+®) asin(J T)), 


5) weos(p+®) 
aus denen man ersieht, dafs zu gleicher Zeit 
t—= — T-4(hn) g=—P-+thn und v=a, oder =P, 


ist. je nachdem A eine ungerade oder eine gerade Zahl ist, und dafs die ganze 
Bewegung periodisch ist. Ihre Richtigkeit ergiebt sich beiläufig aus folgender 
Rechnung, deren Resultate ich bier brauche. Durch Differentiation der 
Gleichungen (4. und 5.) erhält man: 


dw . dp 'y 
(6.) sin cos(y-$) — Vz T), 


d dp 
(7) 


sin 


4 
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Multiplieirt man (6.) mit (5.) und (7.) mit (4.) und addirt die Resultate, so 
erhält man die Gleichung 


„d fi 


Erhebt man je beide Seiten der vier Gleichungen (4. 5. 6. 7.) ins Quadrat, 
nachdem man die beiden ersten mit y2 multiplieirt hat, und addirt die Re- 


sultate, so erhält man die Gleichung 


Hieraus sieht man nicht nur, dafs (4. und 5.) die endlichen Integral- 
gleichungen der Differentialgleichungen (2. und 3.) für 2 —=0 und 2, —0 
sind, sondern zugleich, dafs, wenn man die Variabeln «@ und /, wie sie aus 
den Formeln (4. und. 5.) durch p und und # bestimmt werden, statt g und y 
einführt, die Dilferentialgleichungen (2. und 3.) selbst in folgende übergehen: 


welche, nach Einführung der Gröfsen «, $, P, T, t statt der Variabeln 


dv dp 
dt’ dt?’ 


schickt sind. Die Differentiation der Formeln (4A. und 5.) nach den erstern 
Gröfsen giebt die Re; 


zur näherungsweisen Bestimmung der Gröfsen @ und 9 ge- 


PdB — ay-—-dT +-da. tang | t+ 


welche zur Bestimmung von & und 7 dienen. Setzt man der Kürze wegen 


und bezeichnet die in der Zeit 2=14, bis =! zu den vier Constanten des 
ungestörten Problems hinzutretenden Correctionen durch ein vor denselben 
geselztes Ö, so erhält man die vier einfachen Formeln: 


YEu+N = 
r r 28 
= WCOST, 
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da — Jwcosıdr, — dr, 
— IT — Bw, de, 


in welchen unter dem die Gröfsen «, 2, T als constant zu 
betrachten, und die Integrationen von 7 T) bis T) 


auszudehnen sind. Für die Zeit von einem Maximum des Winkels w bis zum 
nächsten, hat man die Integration von Ar bis (A-+-1)r auszuführen, und daher 
die um periodischen Glieder nicht zu berücksichtigen. 


Als Beispiel werde ich die, Seite 206 der „,„Analytischen Mechanik ” 
gegebene Aufgabe der Bewegung des Raumpendels im widerstehenden Mittel, 
jedoch hier nur für kleine Schwingungen, aber bei dem allgemeinern Gesetze 
des Widerstands behandeln, welches durch die Formel av+bv’, wo v die 
Bahngeschwindigkeit bedeutet, ausgedrückt wird. Es ist dann, 


geselzt: 
und hieraus 
— — cos — At cost, 
— Y-- sa — rbaß At 
ı = r f COST, 


woraus — == und mit der gewöhnlichen Bezeichnung der 


elliptischen Integrale, 


da — — 4 ba’ r Ar + T— rl, 
IB = — Laß + 4baßr \sinz cost Er — Fr) 
IP—0 und 


als die vom ersten Minimum des Winkels w an berechneten Correctionen 
folgen, welche, zwischen zwei auf einander folgenden Maximis, 
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/ 1 k? k? pr 
_ 


—=0, sind. 

Ich will diese Gelegenheit nicht vorbeilassen, um über die Behandlung 
desselben Problems für endliche Schwingungen, ohne successives Näherungs- 
verfahren. einige nölthige Bemerkungen hinzuzufügen. 

Bei vielen Problemen der Dynamik gewährt die Einführung der von 
Jacobi durchforschten elliplischen Functionen das eenzrge Mittel, um die Variabeln 
als Functionen der Zeit und der willkürlichen Constanten darzustellen und 
dadurch den Lösungen eine bisher nicht geahndete elegante Form zu geben, 
welche. wie oben schon erwähnt, bei hinzutretenden störenden Kräften zu- 
gleich die geeigneteste für die Variation der Constanten ist. Besonders ein- 
fach wird dann noch die Anwendung der letztern Methode, wenn man ge- 
wisse Systeme von willkürlichen Constanten zum Grunde legt, wie sie sich 
aus der Benutzung der #dameltonschen Methode der Integration der dyna- 
mischen Differentialgleichungen von selbst ergeben. Ich habe mich darüber 
ausführlicher bei einem dieser Probleme, dem sehr wichtigen Problem der 
Rotation eines festen Körpers, bei anderer Gelegenheit ausgelassen. Für 
das vorliegende ungestörte Problem hat vor längerer Zeit ein jüngerer Mathe- 
matiker, Durege, auf meine Veranlassung, dasselbe mit Hülfe der elliptischen 
Integrale und Funclionen behandelt; aber weder diese, bis jetzt ungedruckte 
schöne Abhandlung, noch die später im 3Sten Bande Ihres Journals erschie- 
nene. sonst sehr vollständige Arbeit des leider vor Kurzem uns durch den 
Tod entrissenen G@udermann, enthalten, jene letzten, oben angedeuteten For- 
meln, welche z. B. in dem Problem ‚‚der Rotation ohne äufsere Kräfte” 
Rueb zuerst zum Theil, und später Jacobi im 39ten Bande Ihres Journals 
vollständig gegeben hat. Inzwischen habe ich bei mehrern Problemen, 
namentlich beim vorliegenden und beim Problem des sogenannten Lagrange- 
schen Falles der Rotation eines schweren Revolulionskörpers, der um einen 
Punct einer seiner Haupt- Axenrichtungen pendelt, ähnliche Formen der Lö- 
sung erkannt. Die erstern habe ich Anfangs dieses Jahres meinem Freunde 
Aronhold brieflich mitgetheilt und lasse sie hier folgen, obgleich man im März- 
hefte des Liowvilleschen Journals, in einer später erschienenen Abhandlung von 
Tissot, eine im Wesentlichen nicht davon verschiedene Auflösung finden kann. 
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Selzt man bei den obigen Bezeichnungen von Lagrange: 


— cos’ — cos’« — 1 +2cusa@ cos cos’« 
1+2cosa@ cos cos?’ +2cos @cosß+cos?ß” 


Ä 
m — (ws? — 


führt die Argumente « und 5 durch die Gleichungen 


( cos cos« cosa 
1 — cos x 1+c0sß 
ein. und setzt endlich. mit Einführung der in den „Fundamentis” üblichen 
Zeichen, 


— — iksinam (sa, k). — ksin coam (2b, k) 


u m(t-+T), 
H'‘ia) , H'(ib+K) 


so sind jene Formeln folgende: 
A’ (ib + (va) 

9° (ia) HP (ib+Kk)— H’(ia) O’(ib+K) 
; 9,.Hiia) Hib+K) 
Ga) 
bei? 9(u—ia)9(u+K „3 )Y(u+K En. 
u u 
Zur vollständigen, hiermit zusammenhängenden Auflösung des durch 
eine besondere störende Kraft affieirten Problems, welches seit einiger Zeit 
das Interesse der Mathematiker sehr in Anspruch genommen hat, habe ich 
einen meiner frühern Schüler veranlafst, und bin um so mehr davon überzeugt, 
dafs seine Arbeit eine vortrefflich durchgeführte neue Anwendung der Theorie 
der elliptischen Functionen, und namentlich der Transcendente ©, auf die Theorie 
der Störungen sein wird, als derselbe die ihm von mir gestellte, oben ange- 
deutete, einen Revolutionskörper betreffende Aufgabe in einer nächstens er- 
scheinenden Abhandlung auf eine in jeder Beziehung befriedigende Weise 
behandelt hat. Genehmigen etc. etc. 
Königsberg, den 7. September 1852. 


cosy — 


x K) 


sinysing — 


sinvwcosy — 


— 
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18. 


Elementar - stereometriseher Beweis für die Anwen- 
dung der allgemeinen Cubaturformel für Körper- 
stumpfe auf solche Körper, die durch Rotation eimes 


Kegelsehnitts um eine Haupt-Axe entstehen. 
(Vom Herrn Director Dr. August in Berlin.) 


h: einer Programmschrift, die im Jahre 1849 erschienen ist, habe ich 
den Satz bewiesen, dafs jeder ebenflächige Körper zwischen zwei parallelen 
Grundflächen. die alle seine Eckpuncte aufnehmen, raumgleich ist mit drei 
Pyramiden. die gleiche Höhe mit dem Körper haben und unter denen zwei 
den Mittelschnitt zur Grundfläche haben, eine aber das arithmetische Mittel 
der beiden parallelen Grundflächen. Nennt man daher die untere Grundfläche @, 
die obere K, den Mittelschnitt M, die Höhe (d. h. den Perpendikel - Abstand 
beider parallelen Grundflächen) A; so ist der Raum-Inhalt P des Körpers: 

P= 4h4M-G-K, 

Diesen Körpern, deren Seitenflächen beliebige Neigung gegen die 
Grundfläche haben können, habe ich im Allgemeinen den Namen Trapezoi- 
dalkörper beigelegt; weil die Seitenflächen derselben vorwaltend Parallel- 
trapeze sind, obwohl auch Dreiecke und Parallelogramme vorkommen können. 
Da jeder ebenflächige Körper durch Parallel- Ebenen, welche durch die Eck- 
puncte desselben gelegt sind, in Trapezoidalkörper zerlegt werden kann: 
so habe ich die letzteren auch als Körperstumpfe bezeichnet. Diese um- 
fassen sowohl die abgestumpften Pyramiden, als auch die Obelisken, und 
enthalten auch solche Körper, deren Mittelschnitte Figuren von anderer Seiten- 
zahl sind. als die Grundflächen; wie z. B. das Oktaöder, in welchem zwei 
parallele Seitenflächen als Grundflächen angesehen werden können, wobei der 
Mittelschnitt ein Sechseck wird, während die Grundflächen Dreiecke sind. Es 
können selbst beide Grundflächen oder eine (als Punct oder Linie) ver- 
schwinden; eben so die Mittelläche. Die Formel ist daher ganz allgemein und 


reicht weiter. als die bekannte für Obelisken bereits aufgestellte. 


2 

| 


240 18. August, zur Körper - Cubatur. 


Dafs diese Formel nicht neu ist, sondern für ebenflächige Körper schon 
von andern Mathematikern aufgestellt war (von Chapman, Prony, Eytelwein, 
Poncelet, Brix, Steiner), habe ich in jener Abhandlung angegeben. Die 
geometrische Ableitung derselben, verschieden von derjenigen. welche Herr 
Professor Steöiner in diesem Journal (Band XXIII. S. 275) mitgetheilt hat, 
sowie der Nachweis, für welche Umdrehungskörper sie sich gleichfalls eigne, 
war der Haupt-Inhalt jenes Programms, in welchem ich auch die mir vom 
Herrn Commissionsrath Brar brieflich gewordene Mittheilung eines Resultates 
seiner Untersuchungen angeführt habe, auf welche ich auch gekommen war. 

Es läfst sich nämlich durch Differenziren leicht nachweisen, dafs die 
Cubaturformel 

P= 1h(4AM-G-+K) 
für alle Körper zwischen Parallel- Ebenen gültig ist, deren Durchschnilts- 
flächen Functionen vom ersten, zweiten oder dritten Grade ihrer Entfernung 
von einer der Grundflächen sind. 

Durch Anwendung des Taylorschen Satzes habe ich noch elementarer 
dies in jener Abhandlung darzustellen versucht. Erst in neuester Zeit bin 
ich zu einem elementar-stereometrischen Verfahren gelangt, durch welches 
jener Satz der Elementarmathematik ganz anheimfällt. 

Obwohl dieses in dem dritten Cursus meines Lehrbuches der Geometrie 
behandelt werden wird, halte ich eine Verbreitung durch diese Blätter nicht 
für ganz überflüssig. Daher will ich des Zusammenhanges wegen kurz den 
(Gang andeuten. den nach meiner Entwickelungsweise die Voruntersuchung 
nehmen muls. 

Vorausgesetzt wird die Lehre von den Prismen, der Satz. dafs die 
Pyramide der dritte Theil eines Prisma von gleicher Grundfläche und gleicher 
Höhe ist und die Euklidische Zerlegung der dreiseiligen Pyramide in zwei 
Pyramiden und zwei Prismen (Euelid Elem. XII. 3.). 

Es ergiebt sich dann leicht folgendes: 


Eine dreiseitige Pyramide, zwischen zwei Parallel-Ebenen stehend 
gedacht, ist vier Pyramiden auf dem Mittelschnitt und einer Pyramide auf der 
Grundfläche zusammen gleich, welche sämmtlich die halbe Höhe der dreiseitigen 
Pyramide haben. 
Legt man durch A (Taf. VII. Fig. 1.). der Spitze der dreiseitigen Pyra- 
mide A— BED, eine Ebene parallel der Grundfläche BED, so liegt die 


18. August, zur Körper- Cubatur. 241 


Pyramide zwischen zwei Parallel-Ebenen, deren Abstand die Höhe des Kör- 
pers ist, und der Mittelschnitt halbirt alle drei Seiten. 

Das stehende Prisma KGFCKL und die obere Pyramide A— EFG 
bilden zusammen 4 Pyramiden, deren jede gleich ist mit AFGE, also 4 Py- 
ramiden, auf dem Mittelschnitt mit halber Höhe. Die Pyramide @GHDK und 
das liegende Prisma KG@KHBL sind aber einer Pyramide auf der Grundfläche 
BCD mit der halben Höhe des Körpers gleich. Dies führt auf die Aus- 
messungsformel 

— 
wo P den Raum-Inhalt der Pyramide bedeutet und 4, M, @ die oben an- 
segebenen Werthe haben. 
2. 

Eine dreiseitige Pyramide zwischen zwei Parallel- Ebenen so ge- 
dacht, dafs in jeder Ebene nur eine Kante derselben liegt, ist so grols wie 
vier Pyramiden auf dem Mittelschnilt mit der halben Höhe des Körpers. 

Die so eben betrachtete Pyramide A— CBD kann auch so angesehen 
werden, dafs AC in einer Ebene liegt und BD in einer anderen, die mil 
derselben parallel liegt. Dann ist EGAL, der Mittelschnitt, ein Parallelogramm. 
mit dessen Ebene sowohl die Kante AC, als auch die Kante BD parallel 
sind. Der Abstand der Parallel- Ebenen mit EGKL, welche durch AC und 
BD gelegt sind, ist dann die Höhe des Körpers. Es ist klar, dafs das Prisma 
EFCLKG drei Pyramiden AFG@E gleich ist. Es ist aber auch dreimal so 
grofs, als eine Pyramide auf der halben Grundfläche EGAL mit der halben 
Höhe des Körpers. Daher bilden das Prisma EFG@ACL und die Pyramide 
AFGE einen Raum, der vier Pyramiden auf dem halben Mittelschnitt mit der 
halben Höhe des Körpers, oder zweren Pyramiden auf dem ganzen Miltel- 
schnitt mit der halben Höhe des Körpers gleich ist. Das Prisma EKG@AHB 
und die Pyramide @RDH haben dieselbe Gröfse. Die Pyramide ist also. so 
betrachtet, viermal so grofs, als eine Pyramide auf dem Mittelschnitt mit halber 
Höhe oder: 

P ıh(4M). 
3. 

Wenn nun ein Körper, von ebenen Flächen eingeschlossen, sämnt- 
liche Eckpuncte in zwei Parallel-Ebenen hat, so läfst er sich offenbar in lauter 
dreiseitige Pyramiden zerlegen. Davon haben einige ihre Grundflächen in der 
untern Parallel-Ebene (diese mögen stehende Pyramiden heifsen)., andere ha- 
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ben ihre Grundflächen in der obern Parallel-Ebene (diese mögen Aangende 
Pyramiden heifsen), alle übrigen haben nur Kanten in der obern und untern 
Grundfläche (diese mögen schwebende genannt werden). Die untere Grund- 
lläche des so bestimmten Körperstumpfes besteht aus allen Grundflächen der 
stehenden Pyramiden, die obere Grundfläche des Stumpfes ist aus allen Grund- 
llächen der hangenden zusammengesetzt und der Mittelschnitt schliefst alle 
Mittelschnitte der stehenden, hangenden und schwebenden Pyramiden ein. 


"etc. die ste- 


henden dreiseitigen Pyramiden mit den Grundflächen y, g’, 


und mit den Mittelschnitten mm’, m’, m", ele.: 


Ferner P, P', P", P", P"" etc. die hangenden Pyramiden mit den Grund- 
flächen A, Ak’, etc. und den Mittelschnitten n, n’, n”, ete.: 


Endlich 8, 8’, 5”, etc. die schwebenden Pyramiden mit 
den Mittelschnitten «u, w, ete.: so ist 
=thAm +49), P=Hh(4n +k), S 4h4u, 
p = 4h(dm P' — 4a(4n’ — 4h4u', 
p"— 4h(Am”_g"), P"— ik”), — 
elc. 


Sind also in einem Trapezoidalkörper p, p', p", 
etc. 


Die Addition dieser Gröfsen giebt für den Inhalt des Stumpfes: 


Dafs diese umfassende Formel die bekannteren für Obelisken u. s. w. 
einschliefst. dafs sie zum Beweise des Cavallerischen Satzes dienen kann und 
durch diesen auch ihre Anwendung auf Körper mit windschiefen Flächen ver- 
mittelt wird, fällt in die Augen. In jener Abhandlung und in dem Lehrbuche 
habe ich das Hierhergehörige mitgelheilt. Dafs sie aber auch auf Kegelstumpfe 
und Stumpfe von Rotationskörpern der Kegelschnitte Anwendung findet, er- 
giebt sich folgendermafsen sehr leicht mittels des Cavallerischen Satzes. 


4. 
Zwischen den Parallel- Ebenen « und yd (Fig. 2.) befinde sich eine 
schwebende dreiseilige Pyramide ABMXN, deren Seiten-Ebenen über die 
Parallel- Ebenen hieraus erweitert sind (z. B. die Kante AM bis O etec.). 


d 
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Zwischen denselben Parallel-Ebenen befinde sich ein Ellipsoid (oder 
Sphäroid, oder eine Kugel), dessen Haupt-Axe SU das Perpendikel zwischen 
beiden Ebenen ist. Diese sei halbirt in 7 und ein Mittelschnitt sei durch beide 
Figuren gelegt. Dieser bildet in dem runden Körper einen Kreis mit dem 
Radius TV, in der schwebenden Pyramide das Parallelogramm CDEF. Das 
Verhältnifs des Kreises zum Parallelogramm sei m:n; so läfst sich zeigen, 
dafs überall jeder parellele Durchschnitt in beiden Körpern Figuren enthält. 
die das Verhältnifs »=:n haben. 


Es werde durch den Punct W der Axe SU ein Parallelschnitt gelegt. 
der einen Kreis mit dem Radius WA in dem runden Körper und das Paral- 
lelogramm @HKÄKZ in der schwebenden Pyramide begrenzt, so verhält sich. 
den Eigenschaften der Curve SV ÄU entsprechend (mag diese nun ein Halb- 
kreis oder eine halbe Ellipse zur grofsen oder kleinen Axe SU sein): 


TV’ = TU’—- TW°’: 
Die Parallelogramme CDEF und @HKL sind aber gleichwinklig, weil ÜDt@H 
und CF't@L ist. Daher verhält sich: 
GHKL:CDEF GH.GL:CD.CF. 


Es ist aber 
GH: CD—= AG: AC— SW: ST — TU- TW: TU, 
GL:CF=GM:COM— WU: TU—=-TU—TW:TU, 
also GHKL:CDEF — TU’—- TU’, 
daher GHKL:CDEF — TV’n. 


Es haben demnach überall die Durchschnitte des runden Körpers zu den 
Durchschnitten der schwebenden Pyramide das Verhältnils »» : rn. Daher haben. 
nach dem Cavallerischen Satze (der auch in diesem Falle durch die bekannte 
Methode des Ein- und Umbaues von Prismen ersetzt werden kann) nicht 
nur die ganzen Körper, sondern auch jede zwei zwischen denselben Parallel- 
Ebenen liegenden Stumpfe das Verhältnifs m:n. Jeder solcher Stumpf ist 
aber als Trapezoidälkörper nach der aufgestellten Formel zu berechnen, also 
auch jeder Stumpf des runden Körpers. Wären @, K, M, h die Bestim- 
mungsgröfsen des Trapezoidalkörpers P und @', K', M', h die des runden 
Stumpfes P'; so wäre 


m ” m m m 
n n 
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Es ist nach der Formel: 
P=— 4h4M-G- K), 


also 


P'— = 4 


>. 

Stellt man sich die Verlängerung von SU, als Axe eines Hyperboloids 
vor, dessen Erzeugungseurve UZ zur Haupt- Axe US und zur Quer-Axe TV 
hat. und legt durch diesen runden Körper und durch den Trapezoidalkörper. 
der von den erweiterten Seiten-Ebenen der schwebenden Pyramide einge- 
schlossen wird, eine Ebene parallel mit «? und yd, die in dem runden Körper 
den Kreis mit dem Radius YZ und in dem Trapezoidalkörper das Parallelo- 
seramm PORO bildet; so verhält sich auch hier der Kreis zum Parallelogramm 
wie mın. 

Nach den Gesetzen der Hyperbel ist nämlich 

TV’ = TU’: 
Es ist aber auch das Par#tlelogramm OPOR gleichwinklig mit ÜDEF, weil 
FE#RO und CF+OR ist. Daher ist 
ROPO:CDEF = RQ.RO:CF.CD = RO.RO:FE.FC, 

RO: FE= BR: FB—= YS: TSs—= TY- TU: TU, 

RO: CF —= RM: MF= YU:UT—- TY— TU: TU. 
Also auch 

ROPO: FCDC = TY’— TU’: TU’ = YZ’n: TV’n. 

Das Übrige ergiebt sich wie vorhin und es ist ersichtlich, dafs auch ein Hy- 
perboloid nach dieser Formel gemessen werden kann. 


6. 

Die Anwendbarkeit der Formel auf Paraboloide zu zeigen, dient fol- 
gende Construction. 

Sei (Fig. 3.) ein Paraboloid mit der Axe AB zwischen den Parallel-Ebenen 
aufgestellt und neben demselben ein beliebiges liegendes dreiseiliges 
‘ Prisma, dessen eine Parallelkante CD mit dem Scheitel des Paraboloids A 
in der Ebene «/ liegt und dessen andere beide Parallelkanten EF\, GH in der 
Ebene yd liegen, in welcher sich, als Durchschnitt des runden Körpers, der 
Kreis mit dem Radius BA befindet. Dieser Kreis habe zum Parallelogramm 
EFHK das Verhältnifs »»:n; dann hat jeder Durchschnitt des Paraboloids zum 


| | | 
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Durchschnitt des Prisma in derselben Parallel-Ebene zu «3 und yd dasselbe 
Verkältnifs :n. 

Es sei eine Parallel-Ebene gelegt, welche die Axe des Paraboloids 
in Z schneidet und mit derselben einen Kreisdurchschnitt bildet, der den 


Radius 4M hat, in dem Prisma aber das Parallelogramm NOPQ begrenzt. 
so ist auch 


LM’n:NOPO = m:n. 
Nach dem Gesetz der Parabel ist 
KB’: LM’ — AB:AL. 
Es ist aber auch das Parallelogramm KGHF gleichwinklig mit NOPO, also 
EGHE: NOPO EG.GH:NO.OP — EG:NO 
— EC:NC = BA: AL. 
Daher ist auch | 
EGHF: NOPO = KB’n: LM’. 
Alles übrige ergiebt sich wie vorhin, und man sieht, dafs alle Parallel- 
schnitte des Paraboloids auch jenseit der Ebene yd, zu den Schnitten zwischen 
den erweiterten Flächen des Prismas überall das Verhältnifs »» : rn haben. 


Es läfst sich daher auch jeder Paraboloidstumpf nach dieser Regel 
ausmessen. 


Somit zeigt sich die Form 
P= 4hA4AM-G-+K) 
als über das ganze Gebiet der Elementarstereometrie sich ausdehnend, und ist 
auch innerhalb dieses Gebietes zu erweisen. 


Dieses Umstandes wegen und wegen der in der Beweisführung ent- 
haltenen Proportionalität (in gewissen Fällen auch Gleichheit) runder und 
ebenflächiger Körper, glaube ich, dafs diese Mittheilung den Liebhabern der 
Mathematik nicht überflüssig scheinen wird. *) 


Berlin im November 1852. 


*) In dem erwähnten Lehrbuche ist auch die Anwendung der Formel auf Rotations- 
körper einer Hyperbel um die Quer-Axe derselben bewiesen. Errichtet man nämlich 
zwischen den Ebenen «3 und yö, aufser dem runden Körper, ein Prisma und eine Pyra- 
mide von gleicher Grundfläche und Höhe neben einander; so hat die Summe ihrer 


Durchschnitte zum Durchschnitt des runden Körpers in jeder Parallel- Ebene dasselbe 
Verhältnifs. 
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19. 


Einige Andeutungen über ein neues Üoordinaten- 

system und Anwendung desselben auf die Aufgabe: 

„In einen gegebenen Kegelschnitt ein Dreieck zu 

beschreiben, dessen drei Seiten dureh drei gegebene 
Puncte gehen.” 


(Vom Herrn Aubertin, Notar zu Mülheim bei Cöln a. R.) 


1. 

Wenn die Axen, auf welche sich die Gleichung der Kegelschnitte 
bezieht, so angenommen werden, dafs die erste Axe mit den beiden Tan- 
genten der Curve in den beiden Durchschnittspunceten der zweiten Axe mit 
der Curve parallel ist, so ist die Gleichung des Kegelschnitts: 

1—(r+s)y+rsy’ —= 
In dieser Gleichung sind # und s die reciproken Werthe der Ordinaten der 
Durchschnittspunete der Curve mit der zweiten Axe, und c ist irgend eine 
Constanle, deren Bedeutung sich mit Rücksicht auf eine gegebene Curve leicht 
nachweisen lälst, 


Die obige Gleichung läfst sich auch wie folgt schreiben: 


und hieraus erhält man. wenn zur Abkürzung 
(1.) 

geselzt wird, der Axenbestimmung gemäls: 
(2) vww-c —= 0 


für die Gleichung der Kegelschnitte. 


1—ry 1—s 
= und 


2. 
Die vorhin eingeführten Gröfsen » und »= eignen sich aber eben so 
wohl zur Bestimmung der Lage eines Puncis, wie die gewöhnlichen Coor- 


= 
2 
3 
| 
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dinaten x und y, aus welchen sie mittels der Gleichungen (1.) leicht abge- 
leitet werden können; so wie umgekehrt « und y aus v und w. 

Die geometrische Bedeutung der neuen Öoordinalen und ergiebt 
sich auf folgende Weise. Es sei « irgend ein Punct, dessen Coordinaten zu 
bestimmen sind und V und W (Taf. IX. Fig. 1.) seien zwei feste Puncte auf 
der Axe der Y, deren reeiproke Ordinatenwerthe r und s sind. Zieht ınan 


dann von V und W zwei Gerade durch den Punct «, welche die Axe der X in 


v', w' schneiden, so sind des Punels « Coordinaten — Ar und — 


Jede Gleichung ersten @rades zwischen v und w stellt eine gerade 
Linie und jede Gleichung zweiten Grades einen Kegelschnitt vor, der aber. 
wie bei den gewöhnlichen Coordinaten, imaginär werden, oder auch in ein 


System zweier Geraden übergehen kann. 
So stellen. um einige Beispiele anzuführen, von denen wir in der 


Folge Gebrauch machen werden, die Gleichungen 
3) w-wW"=0 undv—v’ = 0 
zwei Gerade vor, welche durch I und beziehungsweise durch V gehen: 
(4) 
ist die Axe der Ä und 


\ 
Ss 


w-- mv 

w-mv — n 

stellen zwei Geraden vor. welche sich in demselben Puncte der Axe der Y und 

für mn == 1 in einem Puncte dieser Axe schneiden, welcher der vierte, dem 4 

zugeordnete harmonische Theilungspunct zu A, V und W ist (Fig. 1.). 
Endlich sind 

w—ıw-m(v—v) — 0 
—v")w-+(w" — w)v-- wv 0 
zwei Gerade, deren erste durch den Punct geht, dessen Coordinaten e — v 


und »—w' sind. die zweite durch die beiden Puncte, deren Coordinaten 


4 


Alles Dieses bedarf keines besondern Nachweises. Man sieht es un- 
mittelbar, wenn man für v und w ihre Werthe aus den Gleichungen (1.) in 
z und y setzt; wo dann die Gleichung in der Form sich zeigt, in welcher 


man sie gewöhnlich betrachtet. Auch liefse es sich leicht aus der Natur der 
32 * 
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gewöhnlichen Coordinaten ableiten. Die neuen Coordinaten scheinen aber für 
eine gewisse Art von Aufgaben, namentlich für solche, deren Construction 
sich blofs mittels des Lineals ausführen läfst, manchen Vorzug vor den ge- 
wöhnlichen zu haben; wenigstens habe ich gefunden, dafs die Schwierigkeiten, 
welche solche Aufgaben bei Zugrundelegung der alten Coordinaten verursachen, 
durch die neuen Coordinaten gröfstentheils verschwinden. Ich bin z.B., was 
mir durch Anwendung der alten Coordinaten nicht gelingen wollte, zu der 
Auflösung der von Herrn Professor Steiner irgendwo gestellten Aufgabe und 
ihrer analogen: „Die Durchschnittspuncte einer Geraden mit einem Kegel- 
schnitte, von welchem blofs 5 Puncte gegeben sind, zu finden;” so wie zu 
den Beweisen der von demselben jüngst in diesem Journal mitgetheilten geo- 
metrischen Lehrsätze, wenigstens der meisten derselben und ihrer analogen, 
durch Anwendung der neuen Coordinaten, mit Leichtigkeit gelangt. Dadurch 
drängte sich mir die Vermuthung auf, und ich wage dieselbe hier auszusprechen: 
dafs man, wenn die rechten Kräfte sich dieser Methode bemeistern wollten, 
zu neuen Resultaten in der Geometrie gelangen würde; ähnlich denjenigen, 
um welche die Analyliker die Synthetiker der neuern Schule so oft zu be- 
neiden Gelegenheit haben. Es wäre vielleicht ein Fortschritt, wenn die Ana- 
Iysis nicht nur der neuern Synthese folgen, sondern ihr voraneilen lehrte, und 
wenn so die Kunst der Synthese, in die analylische Form gebracht, zu grö- 
fserm Gemeingute erhoben würde; wozu der Herr Professor Plücker in Bonn, 
in seinen analytischen Entwicklungen, so schätzbare Beiträge geliefert hat. 
Ich werde vielleicht in der Folge Gelegenheit finden, diese Methode in diesem 
Journal näher zu entwickeln, und dann zu zeigen, wie darin das Princip der 
Reciprocität eine neue Begründung findet. Für jetzt begnüge ich mich, sie 
auf die Auflösung der in der Überschrift angegebenen Aufgabe anzuwenden. 

WOVs (Fig. 2.) ist die gegebene Curve. Der leichtern Construction 
wegen ist ein Kreis gezeichnet; aber alles Folgende ist auch auf jeden Kegel- 
schnitt anwendbar. «, d, ce sind die drei gegebenen Puncte, durch welche drei 
Dreiecksseiten gehen sollen. 

Man lege durch beliebige zwei der drei gegebenen Puncte, z. B. durch 
a und db, eine Gerade und nehme dieselbe zur Axe der X an, bestimme dann 
die zweite Axe AW, welche die erste in A schneidet, so, dafs sie den Be- 
dingungen ($. 1.) genüge, setze die reciproken Werthe von AV und AW 
(V und WW sind die Durchschniltspuncte der Curve mit der zweilen Axe) 


er 
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= 
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beziehungsweise —=r und —=s, so erhält man nach ($.1.) für die Gleichung 
der Curve: 
w+c=0 

Nimmt man nun auf dem Kegelschnitte einen Punct A an, dessen Coor- 
dinaten v’ und ww’ sein mögen, zieht die beiden Geraden 4a und 4b, welche 
die Curve in r und s schneiden, nennt die Coordinaten der Puncte « und db, 
welche auf der Axe der X liegen, deren Gleichung » — v9 —0 ist, w und 
beziehungsweise w’, so erhält man für die Linien 4@ und Ab die Gleichungen 


w — w 
w— w'-- — 0 
w — w’ 
und wenn zur Abkürzung 
(7.) -=m und —— = m 
w—v w—v 


vesetzt wird, die Gleichungen 
8) w-w-me—vV)=0 und w—w-m(e—v) — 0. 

Es liefsen sich nun durch Verbindung dieser Gleichungen mit der Glei- 
chung der Curve (2.) direct die Durchschnittspuncete # und s der Linien ($.) 
mit der Curve, und darnach die Gerade rs bestimmen. Wir gelangen aber 
dazu auch auf folgende Weise. 


4. 
Für das System der beiden Geraden (8.) findet sich 


jew — w + m(v — — w' (v— v')} — 
oder, wenn man entwickelt, und erwägt, dafs der Punct (v’,w') auf der 
Curve (2.) liegt und dafs folglich "wc —0 ist: 


(9.) 4 (m-+ m ) vw — (2w' — w + mm'v" 


Multiplieirt man die Gleichung der Curve vw+c—0 mit einem ER 
Coefficienten « und addirt das Product zu der Gleichung (9.), so ergiebt sich: 


(10.) w+(m+m'- u)vw — (2w' =) w -- mm'v’ 


—(. 
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Diese Gleichung stellt im Allgemeinen einen Kegelschnitt vor, der durch 
die Durchschnittspunete des Liniensystems (9.) mit der Curve (2.) geht und 
weder mil dem Liniensysteme noch mit der Curve andere Puncte gemein hat; 
wie solches aus bekannten Grundsätzen folgt. 

Bei gehöriger Bestimmnng von « kann aber die Gleichung (10.) auch 
ein System zwerer Geraden vorstellen, und zwar für u—0 das System der 
beiden Geraden (8.); wie es sich versteht. Wenn aber « nicht —0 ist und 
man also das System der beiden Linien (8.) ausschliefst, kann durch ($8.) 
kein anderes Liniensystem vorgestellt werden, als dasjenige, welches durch die 
Tangente im Puncte (v,:e’) und durch die Linie rs gebildet wird. 


>. 

Die Tangente in einem gegebenen Puncte (v', w) an der Curve, kann 
man auf die bekannte Weise bestimmen. indem man annimmt, dafs sie durch 
zwei unmittelbar aufeinanderfolgende Puncte der Curve gehe, die bis zum 
Zusammenlallen sich nähern. Dann muls man, wie bei den gewöhnlichen Co- 
ordinaten,. um die Gleichung der Tangente zu bekommen, in der allgemeinen 
Gleichung der durch den Punct gehenden Geraden, w— 
den Coöffiecienten « dem negativen Werthe der Ableitung von w' und ©’ gleich 


ow! w' 
setzen. Aus dem Differential von w'v'--ce == 0 erhält man 
ap! 


also ist @ = —-„ und demnach ist die Gleichung der Tangente. wenn man 


erwägt. dafs ist: 
vw--wv--2c —=(. 
Diese Gleichung läfst sich aber auch direct finden. Nämlich die Glei- 


chungen der beiden Geraden, welche durch den Punct (v', ww’) und durch den 
Punet FW einerseits und den Punet anderseits gehen, sind: 


Dies giebt durch Multiplication das System der beiden Linien 
we wvr--wv 0, 
und wenn man hievon die Gleichung der Curve vo -+-c=0 abzieht, und be- 
rücksichtigt, dafs .o’=’--e=0 ist, so erhält man für die Gleichung der Tan- 
gente im Puncte (v’w'). wie oben: 


— 0. 


| 3 
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6. 
Es sei jelzt 
die Gleichung der Linie rs, so erhält man für das Liniensystem, welches noch 
unter Ausschliefsung der Linien (8.) durch die Gleichung (10.) vorgestellt 
werden kann: 
av-b) = 0; 

und wenn man diese Gleichung entwickelt und der Gleichung (10.) identisch 
gleichsetzt, zur Bestimmung von «a und b: 


w'? (m+m)w 
mm! 


a — 


Demnach ist die Gleichung der Linie rs: 


ctm+m) 


und wenn man wieder für »2» und n’ ihre Werthe aus den Gleichungen (7.) setzt: 
(11.) — eu + ww'd) 4 (e(w-+-w) — cw--wwo)r 
+ cl ww) — 0} 
In dieser Gleichung bedeuten » und ww die laufenden Coordinaten; die be- 
sondere Form wurde aber mit Rücksicht auf das Folgende gewählt. 


Soll die Gerade rs, wie es die Aufgabe erfordert, durch den Punct « 
gehen, dessen Coordinaten v”, w" sein mögen, so mufs die Gleichung (11.) 
befriedigt werden, wenn man in derselben e—v" und ww” setzt. Dann 
erfüllen aber auch die Coordinaten v', w folgende Gleichung, welche man er- 


hält, wenn man in der Gleichung (11.) w' — w und v’ —v, ferner w — w” 


und setzt, nämlich: 
(12) — co”) --(e(w + w)--ww'o” — 
— ww’ +2c} — 0. 

Diese Gleichung zeigt, dafs der Punct A, dessen Coordinaten w und v' 
genannt wurden und welcher die der Linie ab gegenüber liegende Spitze 
des gesuchten Dreiecks bildet, auf einer Geraden liest, welche durch (12.) 
vorgestellt wird. Da nun der Punct A auch auf der Curve liegt und dem- 
nach durch den Durchschnitt derselben mit der Geraden (12.) bestimmt wird, 
so erhält man im Allgemeinen für 4 eine doppelte Bestimmung. Es giebt 
daher auch zwei Dreiecke, welche der Aufgabe genügen, welche aber auch 
beide imaginär werden können, wenn die Linie (12.) die Curve nicht schneidet; 


| 
N 
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oder die in Eins zusammen fallen können, wenn die Linie (12.) eine Tan- 
vente an die Curve ist. 
5; 

Es bleibt jetzt nur noch die Construction der Linie (12.) übrig. Es 
mag dieselbe durch zwei Puncte, und zwar durch die Durchschnittspuncte mit 
den Axen der A und Y bestimmt werden; welche Durchschnittspuncte in (Fig. 2.) 
mit und bezeichnet sind. 

Um den Punet «, den Durchschnittspunet der Linie mit der Axe der X, 
zu finden, ist in der Gleichung (12.) v—=w zu setzen; was 

Dieser Ausdruck ist ziemlich complieirt und scheint zu einer einfachen 
Coustruction wenig passend. Indessen ist zu bemerken, dafs in demselben die 
Gröfsen vo’ und aufser in der Summe nicht weiter vorkommen. 
Daraus folgt, dafs w unverändert bleibt, so lange w”’--v” denselben Werth 
behält, wie sich auch sonst der Werth der Gröfsen w’ und e” ändern möge; 
das heifst geometrisch: so lange der Punct ce auf der Geraden w-+-v w" v" 
bleibt. Diese Gerade geht aber durch den Punct ec, dessen Coordinaten v” 
und we” sind, und schneidet die Axe Y in dem vierten, A zugeordneten har- 
monischen Theilungspuncte zu A, V und #7; wie Dies schon oben (in $.2. 
Gleichungen 5.) angedeutet wurde; der Durchschnittspunct unserer Linie mit 
der Axe Y ist in (Fig. 2.) mit 4 bezeichnet. 

Es sei jetzt % der Durchschnittspunet der Linie cA mit der Curve, 
und die Aufgabe sei: in die Curve ein Dreieck zu legen, dessen drei Seiten 
durch 7, @ und b gehen: so liegen, wie leicht zu sehen, die Spitzen der 
beiden möglichen Dreiecke, welche der Aufgabe genügen, in den zweiten 
Durchschnittspuneten der Linien 5% und a? mit der Curve, nemlich in den 
Puneten y und d (Fig 2.). Verbindet man nun 7 und Ö durch eine Gerade yo, 
so schneidet diese die Axe Ä, wie nachgewiesen, in demselben Puncte, wie 
die durch die Gleichung (12.) dargestellte Gerade. Der Durchschnitt dieser 
Geraden mit der Axe Ä, oder der Punct «, ist also gefunden. 

Es bleibt jetzt noch übrig, den Durchschnitt der Geraden (12.) mit der 
Axe Y, oder den Punct ® zu finden. 

Man ziehe Wa und W#d, welche die Curve in n und m schneiden, 
stelle sich die Linie Vın gezogen vor und setze für die Gleichung dieser Linie: 


giebt. 
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Dann geht die Linie mn durch die Durchschnittspuncte des Liniensystems 
Wa und VYm mit der Curve. Die Gleichungen dieser Linien sind » — w— 0 
und v—v’—0; für die Gleichung des Liniensystems erhält man also: 
= ‚0. 
Entwickelt man diese Gleichung, zieht sie von der Gleichung der Curve 
vw+c—=0(0 ab, und erwägt, dafs v’ und w’ die Coordinaten des auf der 
Curve liegenden Punctes sind, dafs also v’'w’--e = ist, so erhält man 
(14) — cw — (0, 

für die Gleichung der Geraden mn. 

Um die Durchschnittspuncte dieser Linie mit den Linien Pw’ und Ve 
zu finden, welche Durchschnittspuncte in (Fig. 2.) mit p und p' bezeichnet 
sind, mufs man in der Gleichnng (14.) erst v— w’ und dann — setzen. 
Nennt man die bezüglichen w der Puncte »p und p', (5) und (b"), so er- 
hält man aus der Gleichung (14.): 

+ www” eb’ 
und —= cd", 
woraus sich dann auch folgende Gleichungen ergeben: 
4 — cv" —= — ev") 
und — c(b" — w"). 
Setzt man für die Ausdrücke links in diesen Gleichungen ihre rechts ste- 
henden Werthe in die Gleichung (12.). so erhält man, nach der Division mit 
c(b' —v"): 


| 


b" — m’) (a +") —2ww' + 


Die durch diese Gleichung dargestellte Gerade schneidet aber die Axe Y in 


demselben Puncte, wie die durch die Gleichung 
I" — uf — 
dargestellte Gerade, welche mit ihr den Coöfficienten von » gemein hat; wie 
dieses durch die Gleichung (5.) in ($. 2.) angedeutet wurde. 


Die letztere Gleichung stellt aber eine Gerade vor, welche durch die 


v—b' v—=v") . 
zwei Puncte geht, deren Coordinaten und sind. Der 


erstere dieser Puncte liegt im Durchschnitte der Linien Vb’ und Ww" und 
ist in der Figur durch g bezeichnet; der zweite Punct ist der auf der Linie mn 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLV. Heft 3. 33 
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liegende Punet p’; die Linie op’ giebt also in ihrem Durchschnittspuncte mit 
der Axe Y den Punct » oder den Durchschnittspunet der Geraden (12.) mit 
der Axe Y. 

Verbindet man nun die Puncte « und v durch eine Gerade, so ist es 
die Gerade (12.), und in ihren Durchschnittspuncten mit der Curve, x und 4, 
liegen die beiden Spitzen der nur allein möglichen Dreiecke, welche die Auf- 
gabe fordert. 

Durch diese Entwickelungen ist also die Construction der Aufgabe 
(Fig. 2.) ausgeführt. Zu mehrerer Übersichtlichkeit wollen wir noch die in 
dem Vorhergehenden zerstreut enthaltene Erklärung der Figur 2. beifügen. 

In (Fig. 2.) ist WOVs die gegebene Curve, und a, d, ce sind die 
drei gegebenen Puncte. Die beiden möglichen Dreiecke, welche der Aufgabe 
genügen, sind z20/ und Ars. Der Zweck der Auflösung war die Bestimmung 
der Puncte z und 4, und hiezu der Puncte « und v; woraus dann das Weitere 
von selbst folgt. 

Zu dieser Bestimmung ist durch beliebige zwei der drei gegebenen 
Puncte. und zwar hier durch « und 5, eine Gerade gelegt; V und W sind 
die beiden Berührungspuncte zweier mit der Geraden ab parallelen T'angenten 
an die Curve; A ist der vierte, dem A zugeordnete harmonische Theilungs- 
punet zu W, W und A, von welchen drei Puncten letzterer im Durchschnitt 
der Linien und ad liegt. | 

Die Puncte 9, m, n, y und Ö liegen auf der Curve und sind die be- 
ziehlichen Durchschnitte derselben mit den Geraden: ch(P); Wb(m); Wa(n); 
apß(d) und 5P(y). Die Puncte « und w” auf der Geraden ab sind die be- 
ziehlichen Durchschnitte derselben mit den Geraden yd(u) und We(w"). 
Die Puncte » und p’ auf der Geraden mn sind die Durchschnittspuncte der- 
selben mit den Geraden Vw"’(p) und Ve(p'). ', auf der Geraden ab, ist 
der Durchschnitt derselben mit der Geraden Wp. o, auf der Linie We(w"). 
ist der Durchschnitt derselben mit der Geraden Vb'; v liegt im Durchschnitte 
der Linien YW und 09’; x und A endlich liegen im Durchschnitte der Curve 
mit der Geraden «vw, und da « und v vorhin bestimmt sind, so ist hiermit 


die Aufgabe gelöset. 
Für die Aufgabe: .„‚Um einen beliebigen, gegebenen Kegelschnitt ein 


Dreieck zu beschreiben, dessen drei Winkelspitzen auf drei gegebenen Ge- 
raden liegen,” findet eine. ganz ähnliche Auflösung Statt. 
Mülheim am Rhein, am 16. October 1852. 


; 
> 


20. 


Mathematische Miszellen. 
(Von Herrn Dr. Schellbach, Prof. der Math. zu Berlin.) 


D:: Folgende wird eine Sammlung mathematischer Gedanken und Be- 
obachtungen enthalten, die sich mir während einer längern Reihe von Jahren 
bei meinen Vorträgen aufgedrängt haben. Sie ist hauptsächlich dazu bestimmt, 
anderen Lehrern der Mathematik bei ihren Vorlesungen denselben Nutzen zu 
gewähren, den sie mir gebracht hat. 


No. IE 


Über die Bewegung eines Puncts, der von einem festen Punete 
angezogen wird. 


Die Entfernung r des beweglichen Puncts P von dem festen Punct O, 
der zum Anfangspunct der rechtwinkligen Coordinaten x und y genommen 
werden mag, bilde mit der Absceissen- Axe den Winkel %. Der Zuwachs an 
Geschwindigkeit, welchen der Punct P während einer Secunde erfährt, wenn 
er sich in der Entfernung r von O befindet, sei eine Function R vom Radius- 
vector r. Die Bewegung des Puncts P wird dann durch folgende zwei Glei- 
chungen bestimmt: 


xR yR 
Bezeichnet man die Differentiationen nach dem Bogen s der durch- 
2 
laufenen Bahn durch Accente, setzt also = 
lassen sich diese Gleichungen in die beiden: 
L3 
3 
(2.) 


verwandeln. 
Nennt man oe den Krümmungshalbmesser der Bahn, so ist 


(3.) 


33 * 


| 

; 

255 

| 

5 

3 
| 


256 20. Schellbach, mathematische Miszellen. No. 1. 


und für 
4) 
wird 
5) 
Eliminirt man erst 7, dann 2” aus links (1. und 2.), so erhält man die bei- 


den Gleichungen 


(6.) 
ARU’ 
(7.) 
deren Quotient 7 —= — giebt, von welcher Gleichung 


das Integral ist, indem & die Integrationsconstante bezeichnet. 
Man hat nun noch die Gleichungen 
8) Hy ar; fer 
zu berücksichtigen. Die Summe der Quadrate der Gleichungen (4.) und 
—=rr' giebt 4°, woraus sich, mit Rücksicht auf die letzte 
der Gleichungen (8.) J=r’y', also 


ergiebt. Setzt man nun den für € gefundenen Werth in (7.), so erhält man 
10) 


Werden z durch # und die Differentiale nach dem Winkel y durch 


Accente bezeichnet, so ist der einfachste Ausdruck für den Krümmungshalb- 
messer einer ebenen Curve, der auch mit Nutzen in die Lehrbücher aufge- 
nommen werden könnte: 
(11.) = 
Da hier s’ für ” geseizt worden ist und in (9.) g’ den Differential- 
quotienten a - bedeutet, so verwandelt sich durch diesen Werth von o die 


Gleichung (10.) in 


(12) «rR; 


welches die Differentialgleichung der Bahn des Puncts P ist. 


> 
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Diese Gleichung läfst sich integriren, wenn z. B. R von der Form 


a D 
ist, wo a eine Constante und $& eine Function des Winkels y bedeutet. Man 
hat nämlich in diesem Falle nur die lineare Gleichung 
(13) = ab, 


zu behandeln, deren Integral für 1— a«’ — /° die Form 
(14) u= -=5 Isin — +ycos(d-+ 34) 


hat und bekanntlich für ein imaginäres 5 eine andere Gestalt annimmt. Die 
Constanten der Integration sind y und d. Verwandelt sich & blofs in eine 


Constante 5, so erhält man aus (14.): 


15) 


welche Gleichung endlich für «—=0, also %=1, in 
(16.) —= ab+ycos(d-+Y) 
übergeht und einen Aegelschnitt darstellt, dessen Brennpunct der feste an- 
ziehende Punct ist. 
Jacobi hat in der Abhandlung: „De molu puneti singularis” im 24ten 
Bande dieses Journals dieselbe Aufgabe auf eine eigenthümliche und elegante 
Weise behandelt, aber er gelangt dort nur zu dem Salze, dafs das Problem 


auf Quadraturen gebracht werden kann, wenn R eine homogene Function 
zweiten Grades der Coordinaten & und y ist, oder wenn es. da «= rcosy 


und y=rsing ist, die Form : hat. Bei seiner Behandlungsweise konnte 


sich die oben gefundene Verallgemeinerung des Satzes nicht ergeben. 
Nimmt man an, es sei 


R= SH+br, 


wo a und 5 Constanten bedeuten, so erhält man aus (12.): 
wu" + — ba’. 
Von dieser Gleichung ist 


1 
(18.) + ba’ 1 — ua yd ac‘)) 


1 — ua? 
das Integral, mit den Integralionsconstanten 3 und y; welches bekanntlich. 
für a« >1, eine andere Gestalt annimmt. 
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Ist die Gonstante a—= 0, so verwandelt sich die für den Punct P ge- 
fundene Bahn, wenn 5 positiv ist, in eine deren Mittelpunct O ein- 
nimmt; denn man erhält dann aus (18.) 


1 2 
(19.) = = P-+y(P?— be’)cos2(y-1-Y), 
oder, wenn man rcos(y+Y)=$ und rsin(y+-Yy)=n setzt: 
Für die Zeit findet man durch Hülfe der Gleichung (9.): *—=«r’y', oder 


ol = 


Ne. IE. 


In dieser Nummer werde ich dieselbe Aufgabe noch auf eine andere Weise 
behandeln, welche schneller als die gewöhnlichen Methoden zum Ziele führt. 


Bezeichnet man das Differentiiren nach der Zeit Z durch Accente, so 
ist z. B., wenn ® und v Funclionen von £ sind: 


I 
Die hier zu behandelnden Bewegungsgleichungen sind: 
(zcosp) = 0 und —= 0. | 
Mit Benutzung der Formel (1.) verwandeln sich diese Gleichungen unmittelbar in 
(2) — r’(r" R)sin2p.9' = 0, 
3.) + r’(r" + R)sin?y.p' = 0. 
Die Summe derselben giebt 


also 
4) rg 
wo ec die Constante der Integration ist. 


| 


Setzt man diese Constante in eine der Gleichungen (2.) oder (3.) 
statt r’g', so findet sich 
5) "er" —=0, 


und hieraus 


'— 5); 
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wo e' die zweite Integrationsconstante ist. Es ist also 


und mit Hülfe von (4.) findet man: 


| ef. | or 


No. 


Um dasselbe Problem im Raume zu behandeln, hat man, wenn 


gesetzt wird, folgende drei Gleichungen zu integriren: 


0° 0° 
(1.) + Reose — 0; Reosp — 0; ap Recosy —0. 


Stellen in (Fig. 1. Taf. VII.) SX, SY, SZ die drei auf einander 
senkrechten Coordinaten-Axen vor, P den angezogenen Punet, und die übrigen 
krummen Linien Bogen gröfster Kreise, welche auf einer mit dem Radius SP 
j construirten Kugel liegen: ferner PSA die Ebene der Bahn des Puncis P, und 
| P, einen in dieser Ebene um 90° von P abstehenden Punct, so geben die 
sphärischen Dreiecke APA, APY, APB und die drei entsprechenden AP, X, 

AP,Y, AP,B, die Gleichungen 


— — sinv sin®cos?, 
(2.) — cosv sin d -—- sinvcos#cos;, 
‚cosy — sinvsin?, 
&, -- cosv sin Pcos?, 
(3.) cos, sinv sin cosv cos®cos?, 
c05Y, = — cosvsin?. 


Aus der Summe der Quadrate der entsprechenden Gleichungen erhält man 


| — 1 — sin’ 
(4.) cos’ cos’, — 1— cos’Asin’;, 
| cos°y-+cos’y, sin’?. 


Diese 9 Gleichungen, in denen nur # und ö constant sind, geben 
5.) — cosa,ör; — cosß,ör; Ocosy — — cosyılv, 


| 
+ 
| 
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Die Gleichungen (1.) verwandeln sich also durch die Transformation (1. N. II.) in 


Dos 
ol 


(7.) öfr == 0, 
R)ö.cos’y 


oder. wenn man und benutzt, in 


2 2 
ö(r eosyı) — r 


Da cos’a,-+- cos 9, cos y, —=1 ist, so giebt die Addition dieser drei Glei- 


chungen, ganz wie oben: 
und durch Einführung dieses Werths in eine der Gleichungen (9.): 


+R) 


Ro. EV. 


Eine ähnliche Anwendung findet die Transformation (1.) in (II.) auch 
bei folgender Aufgabe, welche Jacobi ebenfalls in der oben erwähnten Ab- 
handlung löset. 

Es sei nämlich ein Punet 4, in (Fig. 2.) gezwungen, sich auf einer Um- 
drehungsfläche zu bewegen, von welcher ZAB eine Meridiancurve ist. Die 
Kraft. welche ihn angreift, möge nur in der Meridian-Ebene wirken; ihre 
Componente AE, welche senkrecht gegen die Umdrehungs- Axe OZ gerichtet 
ist. sei X; die andere AF', parallel mit dieser Axe, heifse Y. Beide mögen 
Functionen der Entfernung A@ oder CO—= von der Axe OZ sein. 

Die Coordinaten des Punets 4 sind, wie es die Figur zeigt, 

DU=n, CA=y 
Die Richtung des Widerstandes A, welchen die Fläche zu leisten hat, fällt 
ebenfalls ganz in die Meridian-Ebene. Stellt ©s das Bogen-Element der 
Meridiancurve vor, so ist die senkrecht gegen die Axe gerichtete Componente 


3 
7 


20. Schellbach, mathematische Miszellen. No. IV. 261 


des Widerstandes und die mit ihr parallele — Es ist hier mit‘ 


negalivem Zeichen genommen, da vorausgesetzt wird, dafs der Bogen wächst. 
wenn y abnimmt. Bildet nun die Meridian-Ebene mit der festen Ebene ZOX 
den Winkel y, so sind die Gleichungen der Bewegung offenbar folgende: 


(3 
Es ist aber 
rTcosy und 7 = zsinp; 
daher giebt die Formel (1. in No. 11.) statt (1. und 2.) die beiden Gleichungen 


durch deren Addition man ö(z =) —( und hieraus 


(6.) BER c 


erhält. Durch Einführung der Constanten e in eine der Gleichungen (4. oder 5.) 
ergiebt sich dann: 


Die beiden zur weiteren Lösung der Aufgabe erforderlichen Gleichungen sind 
also jetzt 


c? oy 

und 


2 
Das Auftreten des Gliedes = in der ersten dieser Gleichungen, welches 


hier ganz naturgemäls sich zeigt, ist Jacob: so auffallend erschienen, dafs er 
darüber folgenden besonderen Satz aufstellt: 
Crelle’s Journal f. d. Math. Bd. XLV. Heft3. 34 


oy 2 


262 20. Schellbach, mathematische Miszellen. No. IV. 


Propositio 1. 


„Punetum, quod in data superficie revolutione genila moveri debet, vi 
sollieitetur in plano Meridiani directa et a sola posilione puncli in ipso Meri- 
diano pendente: revocari potest motus propositus ad molum puncli in curva 
meridiana, accedente ad vim sollicitantem alia quae axi perpendicularis et 
cubo distantiae puncli ab axe inverse proportionalis est.” 


Multiplieirt man die erste der Gleichungen (7.) mit Öx, die zweite 
mit Oy und addirt beide Producte, so erhält man 


or 


Ist » die Geschwindigkeit des bewegten Puncts, also v —= in und integrirt 
man (8.), nachdem mit 2 multiplieirt worden, so erhält man 


2 


9) 
wenn die zweite Constante nach der Integration hinzugefügt wird. 


Wächst der Bogen mit der Zeit, so folgt hieraus 


Y 


» 
und da dp = = ist, auch sogleich: 


Aus der Gleichung der Meridiancurve f(&,y)—=0 müssen die Werthe 


Er und — u —. genommen werden. Das Weitere über diese und ähnliche Auf- 


gaben au man bei Jacobi a. a. O. mit vielem Nutzen studiren. 


os 
3708 

/(x r7)as— 

OX x" 
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Über den Krümmungskreis. 


Jeder Lehrer der Mathematik, der durch einen längeren Verkehr mit 
seinen Schülern Gelegenheit hat, die Wirkung seiner Vorträge zu sehen, 
und der zugleich auch den Einflufs anderer Docenten beurtheilen mag, 
weifs mit ziemlicher Sicherheit, dafs von den Studirenden kaum der dritte 
Theil selbst die einfacheren Vorstellungen, wie die vom Maafs der Krüm- 
mung der Curven, anfangs richtig auffafst, sondern erst nach längerer 
Arbeit und Anstrengung die Unklarheit seiner ersten Ansichten zu läutern 
vermag. Namentlich bei den Formeln, welche die Gröfse und Lage des 
Krümmungskreises bestimmen, bin ich häufig der Vorstellung begegnet, als ob 
diese Formeln auf eine gewisse allgemeine Weise von der Form der Function 
abhingen, durch welche die untersuchte Curve dargestellt wird. Ich bin daher 
veranlafst worden, diese Formeln für endliche Differenzen zu berechnen, 
und theile die Rechnung hier mit, weil sie zu denselben Ausdrücken führt, 
wie die sind, welche mit Hülfe der Differentialrechnung gewonnen werden. 

Die Aufgabe ist also: den Radius o und die Coordinaten &, 7, C eines 
Kreises zu suchen, welcher durch drei Puncte geht, deren Coordinaten x, y, 2; 
22, Ya, 2, Sind. 

Bezeichnet man, wie gewöhnlich, 2, — x durch 4x und &,— r, durch Ir, , 
so wie Ja, — Ax durch Sx etc., so ist, wenn x’, y’, 2’ die laufenden Coordina- 
ten sind, die Gleichung der Ebene, welche durch die drei gegebenen Puncte geht: 

+! —2)(IeLy— dySe) 
Setzt man 
so haben die vier Grölsen «, v, w, o offenbar folgenden vier Gleichungen 
zu entsprechen: 
(1.) u — 42 Sy) +v(42 — de AySı) —0, 
(3.) 
Man nehme jetzt an, die Entfernung zwischen dem ersten und zweiten 


Puncte sei der zwischen dem zweiten und dritten gleich, so dafs also, wenn 
| 34 * 


| 
3 
| 
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man diese Entfernungen durch 4s und .4s, bezeichnet, 
5.) Ay? +42’ — Ayı+ As’ —= 48 
ist. oder, was dasselbe ist: 
Zieht man von der Gleichung (2.) und dann von der Gleichung (4.), die (3.) ab, 


so bleib! 
(7.) 2 (udr 4- vdy wA%x )+ Is 0, 


(8.) +vAy, + wdz,)— ds; 0. 
Die Differenz dieser beiden Gleichungen giebt 
9) As. 


Die Gleichung (1.) wird befriedigt. wenn man annimmt, es sei A ein unbe- 


| 


stimmter Coöffieient und 
Setzt man aber diese Werthe für «, v, we in (7.) und benutzt (6.). so erhält 
man, ganz eben so wie wenn sie in (9.) gesetzt werden: 
Die Substitution derselben Werthe in (3.) giebt aber 
also. wenn man (11.) durch (10.) dividirt, 


2 


Daher erhält man endlich 
As As’ 
und 
As? 


Ich kann nicht verhehlen, dafs ich etwas überrascht war. die bekannten 
Formeln 


Un 


und 
os? 


für endliche Differenzen gültig zu finden. 
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v2. 
Über den Krümmungshalbmesser. 
(Fortsetzung. ) 


Schon in der ersten Nummer dieser Miszellen hatte ich Gelegenheit. 
eines Ausdrucks für den Krümmungshalbmesser zu gedenken, der öfters nützlich 
werden kann und den ich jetzt entwickeln will. 

Der Radiusvecor OA=r der Curve EF' bilde in (Fig. 3.) mit der 
Abseissen-Axe OX den Winkel 9. Auf die Tangente AB—=r des Punelts 
4 ist das Loth OB—=p gefällel, und dieselbe Construction ist für den auf A 
folgenden Punct 4, wiederholt. Die Tangente 7 bildet mit OX den Winkel w, 
und daher schneidet sie auch den Krümmungshalbmesser MA —- o des Puncts A, 
und den des Puncts A, unter dem Winkel Oo. Steht AU senkrecht auf 04,, 
so it JÜ=röy, CA, = Or, und wenn das Bogen- Element AA, mit ös be- 
zeichnet wird, so geben die ähnlichen Dreiecke AA,C und AOB die Gleichung 


os 
Es ist aber oder wenn man für Os seinen Werth setzt: 


Da nun der Winkel BA, B, = w, — w = ist, so wird 
Der Inhalt des Dreiecks OAA, ist aber Ir’öy oder auch 4pÖs, daher ist 


r’o 
’ 
folglich 
ror 
(1.) 
os 


Die Veranlassung zur Entwicklung dieser Formel gab mir die Erfahrung, 
dafs durch die bekannten Ausdrücke des Krümmungshalbmessers für Polar- 
coordinaten, und auch für rechtwinklige, die Krümmung der gemeinen Lemniscate 
von den Schülern nur nach sehr beschwerlichen Rechnungen gefunden wer- 
den konnte und dafs die Schuld wirklich nicht ganz ihrer Ungeübtheit zu- 
geschrieben werden mufste; wie sich Jeder durch Anstellung des Versuchs 
überzeugen kann. 


| 
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Die Gleichung der gewöhnlichen Lemniscate 
= —y) 
nimmt für Polarcoordinaten die Form 
— 4? c052y 


an. Bezeichnet man die Differentiale nach g durch Accente. so erhält man 


rr — — a’sin?Y, 


also 
a 
Die obige Formel (1.) giebt daher für den Krümmungshalbmesser der Lemniscate: 
rör a 
r 


1 D b) u? u’? 
Setzt man u, so wird — + und 


u 
oO r 6) u (u tu) 
Daher verwandelt sich die Formel (1.) in die folgende: 


welche ich schon in No. (l.) benutzt und als eine einfachere als die bekannten, 
empfohlen habe. 


Ro. VER. 
Eine Wirkung der Schwungkraft. 


Der schwere Punet A ist an der nicht schweren geraden Linie HA =! 
(Fig. 4.) befestigt, die sich mit gleichförmiger Winkelgeschwindigkeit w um 
die Axe HA dreht und durch die Schwungkraft des Puncts A um den Winkel 
AHD — « von der Axe entfernt hat. Zerlegt man die Beschleunigung der 
Schwere A@— g in die beiden Componenten AF und AE, von denen die 
erste in der Richtung der Linie #74 fällt und durch deren Befestigung in H auf- 
gehoben wird, und die zweile, senkrecht gegen HÄ’ gerichtete, der Schwungkraft 
das Gleichgewicht hält, so hat man zur Bestimmung des Winkels « die Gleichung 


wlsin« gtange. 
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Man erhält aus dieser Gleichung entweder 
g 


sin« 0 oder cos« —= 


Also hat die Linie HA zwei Gleichgewichtslagen: entweder in der Drehungs- 
Axe selbst, oder, wenn sie sich um den durch die zweite Gleichuug bestimmten 
Winkel « von dieser Axe entfernt hat. Dieser Winkel wird aber unmöglich, 


sobald sein Cosinus gröfser als 1 oder 


is. Da Zcosa«—= HD=A ist, so giebt die zweite Gleichung 


Diese Höhe A, bis zu welcher sich durch den Schwung um die Axe 
HX die Puncte A, B, Ü, die an verschieden langen Linien befestigt sind, 
dem Aufhängungspuncte 4] nähern, hangt also nur von ihrer Winkelgeschwindig- 
keit w ab. Puncte, die in 4 an Linien befestigt sind, welche die Länge % 
nicht erreichen, bleiben daher, bei der Drehung der Axe HX, ruhig in dieser 
Axe hangen, während sich die übrigen in eine einzige Ebene CC’ begeben, 
‘ auf welcher die Axe HX senkrecht steht. Solche, an kürzeren Linien als HD 
befestigten Puncte haben also nur eine einzige Gleichgewichtslage, während 
alle, die an längeren Linien befestigt sind, deren zwei einnehmen können. 
Trägt die Linie AH (Fig. 5.), statt einer einzigen Masse, in den Puncten 
A und A’, zwei Massen m und »n’, und ist AH =! und A'’H=!', so sind die 
Radien, welche diese Massenpuncte bei ihrer Drehung um die Axe HX durchlaufen, 
AD=Isine und AD’ =![sine, also die Schwungkräfte DB — « und 
DB —= m'w’lsin«. Die Componenten der Schwere sind aber AE = ıny tang « 
und AE' — m’gtange. Die Spannungen AF und A’F' werden durch die 
Festigkeit des Puncts HM aufgehoben. Stellt man sich nun die parallelen 
Kräfte BD und B’D', so wie AE und A’E', in der Axe HD wirkend vor, so 
müssen sie hier einander das Gleichgewicht halten; es mufs also die Gleichung 
HD.DB--HD.DB' — HD. AE-HD.AE 
oder | 
lcosa. mw’ — leosa.ıng lange « 


oder 


== 


Statt finden. 


I, 
w* 
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Auf diese Weise erhält man auch, wenn die Linie AH in den Ent- 
fernungen 2”, ... mit den Massenpuncten an, m’, m", ... besetzt ist, für 


cose den allgemeinen Ausdruck 


Sind alle Massen gleich grofs und in n Puncten über die ganze Linie gleich- 
förmig vertheilt, so findet sich 


Um den Winkel « für den Fall zu finden, wenn AH eine gleichförmig 
schwere Linie ist, hat man nur in der vorigen Formel n=x zu selzen, 


was für HD 


34 


giebt. so dafs also auch in diesem Falle die Linie 4 von der Länge der 
Linie unabhängig ist. 


— 3 


Diese Eigenschaft der Schwungkraft läfst sich an einer gut construirten 
Gentrifugalmaschine, wie sie in physicalischen Cabinetlten vorkommen, leicht 
nachweisen, und bietet so eine nützliche Vervollständigung dieses Apparats dar. 


Über die Gesetze des Stofses und die Ausflufsgeschwindigkeit 
des Wassers aus kleinen Öffnungen. 


Nachdem die Optik mit Hülfe der Undulationstheorie bereits einen hohen 
Grad von Ausbildung erlangt hat und daher die Ansicht über die Natur der 
Materie, weiche dieser Theorie zum Grunde liegt. mehr und mehr bei den 
Physikern an Geltung gewinnt, scheint es angemessen, diese Theorie auch zur 
Erklärung möglichst vieler Thatsachen zu benutzen, um neue Prüfungsmittel 
für sie zu gewinnen und eine gröfsere Einheit in die Auffassungsweise phy- 
sicalischer Erscheinungen zu bringen. Ich habe daher versucht, die Gesetze des 
Stofses zweier Massentheile und die Formel für die Ausflu/sgeschwindigkeit 
des Wassers aus kleinen Öffnungen durch die Molecularhypothese abzuleiten, und 
glaube. dafs man diesen Bemühungen einige Aufmerksamkeit schenken werde, 
da ganz elementare Betrachlungs-Arten und Rechnungen zu Resultaten führen, 
zu denen man sonst nur auf ziemlich dunkeln Wegen gelangt. 


| 
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Wir schliefsen uns also hier an die bekannten Vorstellungen an, nach 
welchen ein Molecül ein System sehr vieler Atome und ein Körper eine Ver- 
einigung sehr vieler Molecülen ist, die in Entfernungen von einander gehal- 
ten werden, in denen die gröfsten Dimensionen eines solchen Atomensystems 
oder Molecüls aufserordentlich oft enthalten sind. Diese Entfernungen von ein- 
ander behalten die Molecülen durch den Einflufs der Elastieität, oder abstofsender 
Kräfte; mit denen sie auch der Annäherung jedes störenden Körpers widerstehen. 

Ich will nun zunächst die Wirkung zweier solcher Molecülen oder Kör- 
pertheile auf einander untersuchen. wenn das erste A aus »n Atomen besteht 
und in gerader Linie mit der gleichförmigen Geschwindigkeit y fortschreitet, 
während es von einem zweiten B aus « Atomen bestehend. in derselben Linie. 
mit der Geschwindigkeit 7 verfolgt wird. 

B B'B'" AA A" 
.. 
—- 


Ist y gröfser als g, so wird die Entfernung AB der beiden Molecülen 
bis auf den Radius 4'’B’ der Wirkungsspbäre der Elasticität abnehmen. Einer 
weiteren Annäherung mögen sich darauf die abstofsenden Kräfte der Atome 
widersetzen; und zwar so. dafs jedes Alom einem andern, nach Verlauf einer 
Secunde, die Geschwindigkeit « mittheilt, also nach ? Secunden die Geschwin- 
digkeit @{. Da die Dimensionen der Körpertheile A und B gegen die Ent- 
fernung A’B’ aufserordentlich klein sind, so kann man annehmen, dafs alle mit 
gleichen Kräften auf einander einwirken. Es werden daher die »r Atome in 4’ 
jedem Atome in 3’, also auch dem ganzen Molecüle, nach / Secunden die 
Geschwindigkeit ana ertheilen, und die « Atome in B’ dem Molecüle 4’ die 
(Geschwindigkeit «uf, wenn nämlich die Entfernung A’B’ immer constant bleibt, 
oder sich nur unmerklich ändert. Findet aber das Spiel der abstofsenden Kräfte 
nur sehr kurze Zeit Statt, so wird dieser Fall eintreten. Da nun B’ eine 
gröfsere Geschwindigkeit hat als A’, so nähern sich Anfangs beide Puncte einan- 
der, wodurch B’ von seiner Geschwindigkeit verliert und A’ beschleunnigt wird. 
Wenn die sehr geringe Annäherung ihr Maximum erreicht hat, gehen beide 
Puncte mit gleichförmiger Geschwindigkeit fort, und diese Geschwindigkeit 
würden sie dauernd behalten, wenn durch irgend einen Einflufs, wie etwa 
durch Form-Änderung des Molecüls oder Atomensystems, die Wirkung der Ela- 
sticität gehemmt würde. Im Allgemeinen tritt aber dieser Fall nicht ein, sondern 
die Kräfte fahren fort zu wirken und vermindern noch ferner die Geschwin- 
digkeit von B’ und vermehren die des Molecüls A’. Dadurch wächst die 


Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLV. Heft 3. 3) 


- 
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Entfernung zwischen A’ und B’ noch mehr, und wird zuletzt dem Radius der 
Wirkungssphäre der Atome wieder gleich; so dafs also, wenn unter dem 
Einflufs dieser Kräfte 3’ nach B” und A’ nach A” gekommen ist, die Ent- 
fernung BA” der B’4' gleich sein mufs. Da nun der Punet A” jetzt eine 
gröfsere Geschwindigkeit als 3” hat, so treten beide Molecülen aus der Wir- 
kungssphäre der Alome heraus und setzen jelzt wieder, wie vor dem Zu- 
sammentreflen, ihren Weg mit gleichförmiger Geschwindigkeit fort. 

Nennt man g’ die Geschwindigkeit des Molecüls A zur Zeit £, und y' 
die des Molecüls 3 zu derselben Zeit, wobei / vom ersten Augenblicke des 
Zusammentrelfens an gezählt wird, so hat man zur Bestimmung dieser Gröfsen 
die Gleichungen 

(1) !=yrue wd y = y—mat. 


Durchläuft während dieser Zeit das Molecül 4 den Raum r und das Molecül 3 
den Raum o, so ist 


2) r= und oe = yl—4mal, 


oder auch 

denn offenbar gelten für die Bewegung der Puncte A und B die einfachen Ge- 
setze des Falles schwerer Körper an der Oberfläche der Erde, da beide während 
der sehr kleinen Zeit / mit unveränderlichen Kräften auf einander einwirken. 

Wir unterscheiden nun zwei Fälle: zunächst den einfacheren, wenn 
die Elastieitätskräfte in ihrer Thätigkeit nicht gehemmt werden; und dann den 
zusammengesetzteren. wenn eine solche Hemmung erfolgt. Gewöhnlich ver- 
fährt man bei der Entwickelung der Gesetze des Stofses umgekehrt, unter- 
sucht zunächst den Stofs harter Körper und leitet aus dessen Gesetzen den 
Stofs elastischer Massen ab; indessen wird dieses Verfahren nur deshalb 
befolgt, weil man die Gesetze des Stofses harter Körper aus Annahmen ab- 
leitet, die sich aus der hier angenommenen Hypothese als Folgerungen ergeben. 

Im ersten Falle also, wenn die Massen elastisch sind, und bleiben, 
müssen die Räume x und o einander gleich werden, sobald die Endgeschwin- 
digkeiten g’ und y’ eintreten sollen; wie oben bereits bemerkt wurde. Man 


hat daher aus (3.) die Gleichung 
GI. 
Eliminirt man aber «‘ aus (1.), so erhält man 


5.) = 


£ 
i 
H 
? 
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und aus diesen beiden Gleichungen: 


) g arm | utm 


welches die bekannten Formeln für den Stofs elastischer Massen sind. 

Im zweiten Falle, wenn die Massen nach dem Stofse ihre EBlastieitäl 
verlieren, gehen beide mit der Geschwindigkeit fort, die sie gemeinschaftlich 
besalsen, als die Entfernung zwischen ihnen möglichst klein geworden war, 
oder als der Unterschied der durchlaufenen Räume r und o ein Maximum 
erreicht hatte. Es ist aber | 

e—r (y— 
und diese Gröfse wird ein Maximum, wenn 
y—y— (u-+m)ot 0 
oder 
um 


ist. Durch diesen Werth von «# nehmen die Endgeschwindigkeiten g' und y' 


die gemeinsame Gröfse 
u+m 
an. Da g’ und y’ zu gleicher Zeit den Werth @ erreichen, so folgt diese Glei- 


chung auch schon unmittelbar aus den Gleichungen (1.),. wenn man y —=y'— @ 


setzt und aus ihnen 7 eliminirt. 

Dies ist der Ausdruck, den man für die Geschwindigkeit giebt, mit welcher 
zwei harte Massen m und u, die sich mit den Geschwindigkeiten g und y 
verfolgen, nach dem Stofse fortschreiten. Gewöhnlich unterscheidet man bei 
der Entwicklung der Gesetze des Stofses, mit scheinbarer Folgerichtigkeit, ab- 
solut harte Massen und absolut elastische, aber man sieht bei einigem Nach- 
denken leicht, dafs absolut harte Massen, d.h. solche, die aller Elastieitätskräfte 
beraubt wären, auch absolut unwirksam auf einander bleiben müfsten: denn 
nach der gewöhnlichen Annahme über die Natur der Materie kann man durch 
die blofse Vorstellung, dafs sich eine Materie einer andern nähert, die ruhende 
auch nicht ein Haar breit aus ihrer Stelle bewegen. 

Multiplieirt man (4. und 5.) mit einander, so erhält man 

= 

oder 


= uy’+mg’; 
35% 
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welche Gleichung man den Satz von der Erhaltung der lebendigen Kräfte 
nach dem Stofse elastischer Massen nennt. 

Ist u= m, so wird aus (3.) 

8.) !=y wWiy=g, 

also vertauschen gleiche elastische Massen ihre Geschwindigkeiten nach dem 
Stofse. 

Bewegt sich die Masse m der Masse u entgegen , ist also g negaliv, 
und ist aufserdem noch u aufserordentlich viel gröfser als «, so wird aus (3.) 
RRuht aber die Masse »» vor dem Stofse, ist also g—=0, so bleibt auch 
'—=(0 und es wird 


Also springt die Masse « von m mit derselben Geschwindigkeit zurück, mit 
welcher sie diese Masse traf. 


Die Gleichungen (3.) lassen sich auch so schreiben: 


9 utm | u+m u+m u-m 


Ist nun g wieder negaliv und 


uy = mg, 
so wird 
also springt auch in diesem Falle jede Masse von der andern mit derselben 
Geschwindigkeit zurück, die sie vor dem Stolse hatte. 


Ganz so wie eine aufserordentlich grofse rauhende Masse m die Ge- 
schwindigkeit der Masse « vernichtete und ihr eine der anfänglichen gleiche 
und entgegengeseizte Geschwindigkeit gab, wirken auch die beiden Massen 
m und u auf einander ein, wenn uy = mg ist. Sind in diesem Falle die 
Massen hart, oder verlieren vielmehr nach dem Stofse ihre Elasticität, so kom- 
men sie beide, wie die Gleichung (7.) ausdrückt, zur Ruhe, sobald sie sich 
getroffen haben. Das Product aus Masse in Geschwindigkeit, welches man 
gewöhnlich @röfse der Bewegung nennt, ist also ganz geeignet, die Gröfse 
der Wirkung zweier bewegten Massen auf einander auszudrücken. Nach den 
Vorstellungen über die Natur der Materie, die jetzt die Mehrzahl der Physiker 
angenommen hat, ist noch niemals ein Alom mit einem andern in Berührung 
gekommen, und doch wird der Satz, das Product mg sei ein Maafs für die Gröfse 
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der Kraft, fast immer, im Widerstreit mit diesen Ansichten, ausgesprochen. 
Ich glaube, man wird den Satz hier folgerechter finden, als an andern Orten. 
Die Formeln für den Stofs unvollkommen elastischer Massen lassen 
sich auf ganz ähnliche Weise ableiten. 
B BE AA 4". 
Die Kraft, mit der die Atome A und B einander abstofsen, sei Anfangs 
wieder «©, und wenn A nach A’ und B nach B’ gekommen ist, möge die 
gröfste Annäherung zwischen beiden eingetreten und die Geschwindigkeit von 
4 gleich g’ und von B gleich y' geworden sein, so dafs, wenn dies zur 
Zeit £ geschehen ist, wieder die bereits aufgestellten Formeln 


y=g-+ud; r— 
y=y-—md; = yl—4mal’, 
o—r (Yv—g)t— 4m-+u)et 
gelten. Für =, wird bekanntlich diese Differenz ein Maximum und 
erreicht für diesen Werth von £ die Grölse 
2a(m+u) 
während die Geschwindigkeiten g’ und y’ den gemeinsamen Werth 
m 


annehmen. Durch die Wirkung der Elasticitätskräfte möge nun aber die An- 
ordnung der Atome in A und B so geändert worden sein, dafs die Molecülen 
jetzt auf einander mit der abstofsenden Kraft «' einwirken; welche Kraft während 
der Bewegung der Molecülen von A’ nach A” und von B’ nach B” thätig ist. 
Nennt man ihre Geschwindigkeiten in diesen Puncten g” und y” und die 
während der Zeit 7 von ihnen durchlaufenen Räume r’ und o', so erhält man 
zur Bestimmung dieser Gröfsen die Gleichungen 


r 


0 


-- 


Gr — 


Wenn 


r+r ode oe 
geworden ist, so hören die Wirkungen der Elasticitätskräfte wieder auf, da jetzt A 
und 3 wieder in einer Entfernung von einander sich befinden, die dem Radius 
der Wirkungssphäre der abstofsenden Kräfte gleich ist, der durch den Über- 


x 
| | 
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gang von « und « nicht merklich geändert wurde. Setzt man nun die Werthe 
von o—r und r'—.o' einander wirklich gleich, so erhält man 


2 
mar — 2a(m+u) 


also 


Mit Hülfe dieses Werths von = findet man für die Geschwindigkeiten: 


Diese Formeln für die Endgeschwindigkeiten unvollkommen elastischer Massen- 


\ 


theile sind die bekannten, an andern Orten auf ganz anderem Wege gefun- 


denen Ausdrücke. Für «@ ==« erhält man aus ihnen die Formeln für den Stofs 
vollkommen elastischer Massen, und für « —0 die für den Stofs Aarter Körper. 


Wir wollen jelzt noch den Einflufs von n Molecülen 
A, 
aufeinander untersuchen. die. en!sprechend, aus 


n 


Atomen bestehen und einander auf einer geraden Linie mit den Geschwin- 
digkeiten 

verfolgen. während sie sich wechselseitig mit den Elastiecitätskräften 


abstofsen. sobald sie in die Wirkungsspbäre dieser Kräfte eingetreten sind. 


Wir müssen hierbei offenbar annehmen, dafs, wenn die Geschwindig- 
keiten von der Linken zur Rechten gerichtet sind, „> 9>9; ... >9, ist 
und die Molecülen sämmtllich zu gleicher Zeit sich einander bis auf den Radius 
der Wirkungssphären der abstofsenden Kräfte genähert haben. Nennt man dann 


die Geschwindigkeilen, welche die Moleceülen besitzen, nachdem  Secunden lang 
die benachbarten auf einander eingewirkt haben, und bezeichnet mit 


n 


die von ihnen in dieser Zeit durchlaufenen Räume, so hat man zur Bestim- 
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mung dieser 2n Gröfsen folgende 2r Gleichungen: 


= Mahl, 
= —ma,)t, 
73 9 — (m; — 


(9.) = — 


Mn), 


I: + MN Anl; 


4m, 

nn = Gl — — 


/ 


Int Im,_ı nit. 
Mit Rücksicht auf (9.) erhält man aus (10.) auch 
ar, 


an = 
(11.) ar, = 


Selzt man nun der Kürze wegen 


+ = Img, 

+ m; m; -- --m, In, 

so erhält man aus (10.). wenn man diese Gleichungen der Reihe nach mit 
Mi, Mr, ... m, multiplieirt und die Producte addirt: 


| 


— tZmg. 


Wenn zur Zeit £ die durchlaufenen Räume r,, r;, r,,... r, sämmtlich 
einander gleich geworden sind und die gemeinschaftliche Gröfse r erreicht 
haben, trennen sich die Molecülen A,, A,,.... A, wieder von einander und 
gehen mit den Geschwindigkeiten 72, ... weiter. Die letzte Gleichung 
giebt dann 


(13) r= 


275 | 
| | 
| ar, = 
| 
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und daher verwandelt sich jetzt (11.) in 
22m 
14) 
durch welche Gleichungen die Geschwindigkeiten, welche die Molecülen nach 
dem Stofse annehmen, sämmtlich gefunden werden können. Aus den Glei- 
chungen (9.) ergiebt sich, auf dieselbe Weise wie (12.), auch 


(15.) Zmy = 


oder 
m,(yı — 9ı) + — + — 43, + + IM, «7 = 
Multiplieirt man die Coöfficienten von m,. mM;, ... dieser Gleichung 


22, 
enisprechend mit den einzelnen Werthen von 5 aus (14.), so erhält man 


oder 
(16.) Zmg’; 
so dafs also der Satz von der Erhaltung der lebendigen Kräfte auch für den 
simultanen Stofs beliebig vieler Massen - Elemente gilt. 


Hört die Thätigkeit der Elastieitätskräfte auf, sobald alle Massen die gleiche 
Geschwindigkeit angenommen haben, der ge- 
worden ist. so erhält man aus (15.) sogleich für die gemeinschaftliche Ge- 
schwindigkeit, welche alle nach dem Stofse erlangen: 


(17.) 


In diesem Falle ist wieder der Unterschied zweier von benachbarten 
Molecülen durchlaufener Räume ein Maximum; oder das ganze System hat die 
eröfste Zusammendrückung erfahren: denn z. B. aus (10.) ergiebt sich 


welche Differenz für 
0 —n— (mo, + m, — 
ein Maximum wird. Dieselbe Gleichung folgt aber auch aus (9.), wenn man 
Yı=7 Selzl. 


Theilt man die Molecülen A,. A,. ... A, in mehrere Gruppen 


und nimmt an, dafs sämmtliche Molecülen einer jeden Gruppe gleiche Geschwin- 


7 
3 
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digkeit haben, so läfst sich ein solches System als eine Reihe von linearen 
Körpern betrachten, die sämmtlich zu gleicher Zeit auf einander stofsen. 
Wenn nun diese Körper nach dem Stofse nicht zerreifsen sollen, so würde 
es genügen, anzunehmen, dafs alle ihre Theile nach dem Stofse wieder 
gleiche Geschwindigkeit haben; aber in diesem Falle, wo in den Gleichun- 
gen (9.) verschiedene der mit 7 bezeichneten Gröfsen einander gleich ge- 
setzi werden müssen und auch die entsprechenden 9 einander gleich sind, 
ergeben sich aus (9. und 10.) Bedingungsgleichungen,. die nur in speciel- 
len Fällen befriedigt werden können. Die Formeln (14. und 17.) bestimmen 
zwar auch in diesem Falle die gesuchten Geschwindigkeiten der Körper 
nach dem Stolse, aber die Resultate werden durch die Beobachtung nicht 
vollständig bestätigl; wie es auch der Nalur der Sache nach nicht anders 
sein kann. Denn, nimm! man z.B. alle Massen, aufser der ersten stolsenden. 
ruhend und von gleicher Gröfse an, so lehren die Formeln nicht eiwa, dafs 
nach dem Stofse alle Massen zur Ruhe kommen und die letzte sich von ihnen 
mit der Geschwindigkeit der stofsenden trennt, wie es doch die Erfahrung zu 
bestätigen scheint, sondern alle ruhenden wirken gegen die stofsende, wie eine 
einzige zusammenhängende Masse. Es wäre in der That auch seltsam, wenn 
sich ein Unterschied zwischen der Einwirkung der einzelnen Theile eines 
Körpers und zwei sich berührender Körper aus Formeln ergäbe, die einen 
solchen Unterschied gar nicht in Rechnung gebracht haben. Die gewöhnlichen 
und bekannten Reflexionen und elementaren Rechnungen über den Stofs der 
Körper lehren weiter nichts, als Das, was wir über den Stofs der Molecülen 
mitgetheilt haben; nur mit etwas weniger Klarheit; und Niemand wird sich 
durch das Raisonnement überzeugt finden, welches z.B. Porsson im zweiten 
Bande seiner Mechanik (pag. 32) anstellt, um die oben angeführte Erscheinung 
zu erklären; die aber bekanntlich leicht erklärlich ist. wenn die stolsenden 
Massen durch kleine Zwischenräume von einander getrennt sind. 

Ich werde nun noch ganz kurz andeuten, wie sich durch die Anwendung 
der oben benutzten Hypothesen die Ausflufsweise des Wassers aus sehr 
kleinen Öffnungen im Boden eines Wasserbehälters leicht erklären läfst. 

Stellen wir uns zu diesem Zwecke auf der geraden Linie Am (Fig. 6.) 
die Molecülen m, m,. m, ... vertheilt vor, wo sie auf irgend eine Weise, 
etwa durch den Druck des Ätbers und die Wirkung der zwischen ihnen 
thätigen Elasticitätskräfte, festgehalten werden. Sobald auf diese Molecülen die 
Schwerkraft in der Richtung von A nach m wirkt und m festgehalten wird, 
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nähern sie sich einander, und zwar so, dafs sich die Zwischenräume 


verwandeln und die Molecülen »n, m,, m;,. ... in die Lagen u, u, it, .-»- 
kommen. Bezeichnet man nun die Schwerkraft, d. h. den Zuwachs an Ge- 
schwindigkeit, den ein fallender Körper in jeder Zeitsecunde erlangt, durch g, 
und die zwischen « und w,, 4, und i,, 4, und 4;, ... thätigen Elasticitäts- 
kräfte durch e, &, &, ...; ferner die Strecken Am, Am,,. Am,, ... durch 
h, hi, Ars ..., SO ist es naturgemäfs, anzunehmen, dafs sich die Verände- 
rungen, welche die Strecken /, Z,, l,, ... erfahren haben, zu ihren Entfer- 
nungen von A, wie die Schwerkraft zu den zwischen ihnen thätigen Elasti- 
eitätskräften verhalten, oder dafs folgende Bedingungsgleichungen ‚Statt finden: 


h 

h, 

h, 


Wird jetzt das Molecül u freigelassen, so fängt es an, zu fallen, und 
die über ihm befindlichen «,, 4;, 45, ... folgen ihm nach. Nach £ Secunden 
mögen die Geschwindigkeiten dieser Molecülen /ı, und die von ihnen 
durchlaufenen‘ Räume 9, @,, @, ... sein. Man hat dann offenbar zur Bestim- 


mung dieser Grölsen folgende Gleichungen: 


Sobald der Unterschied der von « und u, durchlaufenen Räume gleich 
!— geworden ist, so ist wieder in die ursprüngliche Entfernung von 
getreten, beide Molecülen hören auf, auf einander zu wirken, und « fällt nur 
durch die Einwirkung der Schwere weiter. Es ist aber 


| 


&) 


€ 


0 


und i-\ = 


2 
4 
r 
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Setzt man also o0—o,—=1!— 4 und erwägt, dafs 2e — &, nicht merklich von & 
verschieden sein kann, so erhält man 


vi2gh) 


also 
y— /(2gh). 


Offenbar sind aber die Elasticitätskräfte aufserodentlich viel gröfser als die 
Schwerkraft, so dals man g gegen & vernachläfsigen kann; also gelangt man 
zu dem Torricellischen Lehrsatze 


= v(2gh). 
Dem aufmerksamen Leser wird es nicht entgehen, dafs diese Ableitung 
des wichtigen Salzes auf klar ausgesprochenen Hypothesen beruht, während 
er in den Lehrbüchern, selbst namhafter Physiker, auf eine Art bewiesen wird, 


die mindestens äufserst dunkel zu nennen sein dürfte. 
Berlin im December 1852. 


IX. 


Über den Schwerpunet sphärischer Figuren. 


Nimmt man die Kanten einer dreiseitigen Ecke, deren Ebenenwinkel 
@, P, y und die gegenüberliegenden Kantenwinkel a, b, e sind, zu Axen 
schiefwinkliger Coordinaten y, und setzt 

(da Ay Z, 

so ist 
+ 2° — 2 YZcose ZXcosß — AY cosy]| 
der Flächen-Inhalt eines Dreiecks, von welchem x, y, 25 2%, Yı» %; 
23, Ya, 2%, die Coordinaten der Ecken sind. Der Inhalt D eines Theils einer 
krummen Oberfläche kann so auf die mannigfachste Weise, z. B. durch fol- 
gende leicht verständliche Formel zn werden: 


=: — (22) sina’- sinasinbcosy 


Sin | 


36 * 


£ 
| 
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Für dieses Coordinatensystem ist die Gleichung einer Kugel vom 
Radius r: 


und der Inhalt D irgend einer sphärischen Figur auf dieser Kugel wird dann 
durch das Integral 


or 
rcosb+ycosatz 


ausgedrückt; wo 
— cosa@’ — cosb’ — cose’--2coswcosbcose] 


durch # bezeichnet worden ist. 
Sind nun #, v, w die Coordinaten des Schwerpuncts der sphärischen 
Figur D, so ist 


sine för öy = 


die schiefwinklige Projection der Figur D auf die Ebene der zy; daher wird 


D sine 


folglich 


Es ist aber 


ucosb--vcosatw — 


Errichtet man im Anfangspuncte O der Coordinaten x, y, x, auf der 
Ebene der yz, zr, zy, senkrechte Axen 0X, OY’, 0Z', d. h. construirt 
zu der ersten Ecke die Polar- Ecke; und bilden deren Kanten mit den 
Axen der x, y, z, entsprechend, die Winkel @, b’, c’, so ist bekanntlich 

# — sin acosa' — sinbcosb' — since cosc'. 
Daher ist die Seite rechts in der vorigen Gleichung: 


— 
= D 0SC 


Bezeichnet man noch mit A und B die schiefwinkligen Projectionen von D 
auf die Ebenen der yz und zx und setzt 


(1.) — 
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so erhält man offenbar zur Bestimmung der Coordinaten u, v, w des Schwer- 
punets der Figur D, durch gehörige Buchstabenvertauschung, die drei Glei- 


chungen: 
vcose-- wcosb — x'cosa, 
(2.) ucosc--v —wcosa —= y’cosb', 


Stellt man sich jetzt durch den Schwerpunct eine Ebene gelegt vor, 
welche der Ebene Y'OX’ der Polar-Ecke parallel läuft, also auf der Axe 
OÄ senkrecht steht, so schneidet diese Ebene auf der Axe OX eine Strecke 
ab, welche als die senkrechte Projection der Coordinaten @, v, w auf diese 
Axe angesehen werden kann, mithin @--vcose--wcosb ist. Auf der Axe OX 
schneidet die Ebene aber ein Stück ab, welches mit dem Cosinus des Winkels «', 
den die Axen OA und OA’ mit einander machen, multiplicirt werden mufs. 
um seine Projection auf OA zu finden: daher ist das auf der Axe OX’ be- 
stimmte Stück gleich x’; wie sich aus der ersten der Gleichungen (2.) so- 
gleich ergiebt. Die Gleichungen (2.) lehren also offenbar, dafs «', y', 2’ die 
schiefwinkligen Coordinaten des Schwerpuncts sind, wenn die Kanten der 
Polar-Ecke zu Coordinaten- Axen genommen werden. Da diese Kanten be- 
kanntlich mit einander die Winkel n—o, n—/, n—y machen, so findet 
man durch die Projection der Coordinaten des Schwerpunets auf die Axen 
0X, 0Z 


— y’c0sy-+z’cosß —= ucosa', 
(3.) — ’cose — vcosd', 
Br — weosc. 


Die Entfernung 9 des Schwerpuncts vom Mittelpuncte 0 der Kugel 
ist demnach: * 


2BOcosa — 2CAcosß —2AB cosy]. 
Schneidet man auf den Kanten OX, OY, O0Z die Streckeu 


rBsinecos« rCsinacos 


r Asinbcosy 
D ; = D 


D 


cosa’ — — 


ab und legt durch deren Endpuncte Ebenen, welche senkrecht auf diesen Kanten 
stehen, so liegt der gemeinschaftliche Durchschnittspunet dieser Ebenen im 
Schwerpuncte. Da also diese Strecken die senkrechten Projectionen von o 
auf die Kanten darstellen, so braucht man jene nur durch ge zu dividiren, um 
die Cosinus der Winkel zu finden, welche g mit den Kanten bildet. 


| 
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Das Resultat dieser Untersuchung ist also folgendes: 

Man stelle sich unter OX, OY, O0Z die drei Kanten einer drei- 
seiligen Ecke vor, deren Spitze O den Mittelpunct einer Kugel vom Ra- 
dius r einnimmt, auf welcher eine sphärische Figur gezeichnet ist, die 
den Inhalt D hat. Die Inhalte der schiefwinkligen Projectionen der 
Figur D auf die Ebenen YOZ, ZOX, XOY mögen 4, B, Ü sein. 
Construirt man nun zu dieser Ecke die Polar- Ecke, deren auf den 
bezeichneten Ebenen senkrechte Kanten 0X’, OY’, OZ' sind, und be- 
stimmt auf diesen Kanten durch die Proportionen 


D:C == 


die Strecken y’, 2’, so bilden dieselben die scheefwinkligen Coordi- 
nalen des Schwerpuncts der Figur D, wenn man die bezeichneten 
Kanten der Polar-Ecke zu Coordinaten- Axen nimmt. 

Soll demnach z. B. der Schwerpunet eines sphärischen Dreiecks D, welches 
die Seiten ra, rb, re hat, gefunden werden, so darf man für die erwähnten 
schiefwinkligen Projectionen A, B, € des Dreiecks I nur die Kreis- Ausschnitte 

nehmen, wodurch sieh die Coordinaten des Schwerpuncts des Dreiecks D auf 
die Kanten der Polar-Ecke als | 
ergeben. Aus (3.) erhält man dann die Coordinaten w, v, w des Schwer- 
punels in Bezug auf die Axen welche durch die Ecken des Dreiecks gelegt sind. 
Die hier benutzten Vorstellungen lassen sich auch in anderen Fällen 


anwenden; wie ich es später in diesen Miszellen nachweisen werde. 
Berlin im Januar 1859. 
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21. 
Aufgaben. 


1. (Von dem Herrn Dr. Kulik, K. K. Rath und Prof. der höheren Mathematik 
an der Universität zu Prag.) 


Bekanntlich lassen sich aus den vier Seiten eines im Kreise einge- 
schriebenen Vrerecks die Diagonalen, der Inhalt und die Halbmesser des ein- 
und umgeschriebenen Kreises finden. Wie findet man dieselben Gröfsen für 
ein im Kreise eingeschriebenes Fünfeck, dessen fünf Seiten gegeben sind? 


2. (Vom Herausgeber dieses Journals. ) 


A. Es sei ein geradliniges, ebenes Vieleck gegeben. Die Entfer- 
nungen eines gewissen Puncts P von den Ecken des Vielecks seien &,, x, 
die Entfernungen des Puncts P an den Seiten des Vielecks 
(die Perpendikel aus P auf die Seiten) seien Yı, Yas Ya» Yar 


Man sucht diejenigen vier Puncte P, für welche 


= Min, 
2) = Min, 
(3) = Min., 


(4) = Min. ist. 

Der die Bedingungen (2.) erfüllende Punct P ist der Mittelpunct der 
Entfernungen oder der Schwerpunct der Ecken des Vielecks. (Man sehe 
darüber und wegen des Puncts Aleinster Entfernung der Ecken, welcher der 
Bedingung (1.) entspricht, das Lehrbuch der Geometrie des Herausgebers; 
Berlin bei G. Reimer, 1826. 1. Band S. 185 etc.). 


B. Es sei ein Polyeder, von Ebenen umschlossen, gegeben. Die 
Entfernungen eines gewissen Puncets P von den Ecken des Polyöders seien 
2, 245 ....; die Entfernungen des Puncts P von den Kunten des 
Polyeders (die Perpendikel aus P auf die Kanten) seien Yas 
und die Entfernungen des Puncis P von den Seitenflächen des Polyäders 
(die Perpendikel aus P auf die Seitenflächen) 2&,, 


& 
\ 
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Man sucht diejenigen sechs Puncte P, für welche 


9.) = Min.. 
= 
(.) = 
9) +3;-+2,.... = Min., 


(10) +3+23.... = Min. 


ısl. 
f 


€. Da sich jede Gleichung vom vzerten Grade nach diesem oder jenem 
der Verfahren, z. B. von Euler, Waring, Descartes, Bombelli, Lagrange, 
Pilatte, Gergonne etc. (Man sehe z. B. des Herausgebers Lehrbuch der Arith- 
metik und Algebra, Berlin bei G. Reimer, 1825. S. 581 bis 590). anders als 
(rleichungen von höheren Graden, ohne Proben und Näherung, unmittelbar auf- 
lösen läfst; nemlich mit Hülfe von Gleichungen dritten Grades, deren Wurzeln 
ihrerseits in allen Fällen, entweder nach der Cardanischen Regel, oder, wo 
diese die Wurzeln nicht in reeller Form giebt, durch goniometrische Functio- 
nen sich finden lassen: so müssen sich auch in allen Fällen die Wurzeln jeder 
Gleichung vom vierten Grade, in geschlossenen Formeln, unmittelbar durch die 
Coöfficienten der Potenzen von .c ausdrücken lassen. 

Der Herausgeber erinnert sich nicht. dergleichen unmittelbare Ausdrücke 
irgendwo angelrolfen zu haben. Sie sind vielleicht, ihrer allerdings grolsen 
Weitläuftigkeit wegen, und da sie entbehrt werden können, gemieden worden. 
Es wäre indessen doch nicht ohne Interesse. diese Ausdrücke aufzustellen. 


D. Da die Gleichung dritten Grades #°’-- ax’ +bxr-+c—0. für den 
Fall. wenn der Coöffieient e gleich Null ist. in die Gleichung zweiten Grades 
e— ar—+b —= 0 übergeht, so müssen auch aus den Ausdrücken. welche 
für die Gleichung driften Grades x geben. für e = 0, diejenigen für die 
Gleichungen zwesfen Grades hervorgehen. Dies zu zeigen ist bekanntlich 
nicht ganz leicht. Es wäre nun auch nachzuweisen, dafs und wie die Aus- 
drücke von für bu cr d—=0 in diejenigen von x für 
0 in dem Falle d 0 übergehen. 


ER 
€ 
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22. 


Der Eisensteinsche Satz über Reihen - Entwickelung 
algebraischer Functionen. 


(Von Herrn Prof. Heine zu Bonn.) 


I: dem Monatsberichte der Akademie der Wissenschaften zu Berlin, vom 
Juli 1852, S. 441, findet sich eine kurze Notiz, in welcher Kisenstern einen 
wichtigen Satz über algebraische Functionen ohne Beweis aufstellt, indem er 
die weitere Ausführung einer künftigen Mittheilung vorbehält, die sein früher 


Tod vereitelte. Die Föürsensteinsche Notiz enthält Folgendes: 

„Entwickelt man die Quadratwurzel aus 1-- x, etwa nach dem bi- 
„nomischen Salze für gebrochene Exponenten, in eine unendliche Reihe 
„nach steigenden Potenzen von x, und sucht die sich ergebenden ratio- 
„nalen Coöfficienten auf ihre Aleinste Benennung zu bringen, so be- 
„merkt man, dafs nur Potenzen von 2 in den Nennern derselben zurück- 
„bleiben, während alle übrigen Factoren des Nenners gegen Factoren 
„des Zählers aufgehoben werden können; auch ist der Exponent der im 
„Nenner des allgemeinen Gliedes verbleibenden Potenz von 2 immer 
„kleiner als der doppelte Exponent von « (und zwar beiläufig gesagt 
„um so viel, als die Anzahl der Einheiten beträgt, mit denen der Ex- x 
„ponent von & nach dem Dual-System geschrieben wird), so dafs es 
„genügt, 4x stalt x zu setzen, um alle Nenner wegzuschaffen und die 
„Coeffiecienten der Reihe in ganze Zahlen zu verwandeln. Die Betrach- 
„tung dieses, wahrscheinlich längst bekannten specielien Falles führte mich 
„auf die Entdeckung einer merkwürdigen, allen algebraischen Functionen 
„gemeinschaftlichen Eigenthümlichkeit. In jeder Reihen -Entwickelung 
„dieser Art, wenn sie nur aus einer algebraischen Function stammt, 
„mag dieselbe übrigens explicite oder implicite gegeben sein, kommen in 
„sämmtlichen Co@flicienten, so fern dieselben rational sind, als nothwendige 
„Nenner, d. h. als solche, die sich nicht weiteı gegen Factoren des 
„Zählers aufheben lassen, stets nur eine endliche Anzahl ganz be- 
„stimmter Primfactoren und deren Potenzen vor: es sind diese Prim- 
„zahlen zugleich die Divisoren einer aus der algebraischen Gleichung, 
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„welcher die Function Genüge leistet, leicht zu bildenden characteristischen 
„Zahl. nämlich ihrer dem speciellen Werthe «0 entsprechenden, von 
„Gaufs sogenannten Determinante, welche bekanntlich nicht verschwinden 
„darf, wenn die Reihen-Eutwicklung überhaupt möglich sein soll; endlich 
„kann stalt x immer ein solches Vielfache von = gesetzt werden, dafs 
„alle Co@ffiecienten der Reihe in ganze Zahlen übergehen. Nachdem diese 
„allgemeine Eigenschaft erst bekannt war, fiel es nicht schwer, dieselbe 
„durch die Methode der unbestimmten Coöfficienten zu erweisen und 
„auch auf die aus der Auflösung eines Systems von beliebig vielen 
„algebraischen Gleichungen hervorgehenden Entwicklungen auszudehnen. 
„Die wichtigsten Anwendungen der so erhaltenen Sätze habe ich auf 
„Fälle gemacht, in welchen die algebraischen Functionen als Integrale von 
„Dilferential- Gleichungen definirt werden. und wo diese Differential - Glei- 
„chungen für eine einfache Reihen-Entwicklung geeignet sind, während die, 
„vielleicht sehr complieirte Darstellung in endlicher Form ganz unbekannt 
„bleibt und für diesen Zweck auch wirklich ganz aus dem Spiele ge- 
„lassen werden kann. Das Einzelne der hierauf bezüglichen Unter- 
„suchungen mag für eine künftige Mittheilung vorbehalten bleiben. Eine 
„andere sehr einfache Art der Anwendung beruht darauf, dafs jede 
„Reihen-Entwicklung mit rationalen Coöfficienten. für welche die obi- 
„gen Bedingungen nicht erfüllt werden, sicher aus einer transcendenten, 
„d.h. nzcht algebraischen Function, hervorgegangen sein mufs. Da z. B. in 
„der bekannten logarithmischen Reihe 


log = 
„wenn man hinreichend weit fortgeht, jede beliebige, noch so grofse 
„Primzahl als Nenner eines Coöffieienten angetreflen wird, so folgt hier- 
„aus, dafs der Logarithmus keine algebraische, sondern eine wesentlich 
„transcendente Function ist. Ähnliches eilt von der Reihe für e“, und 
„unendlich vielen andern.” 


Nachdem der Urheber des Theorems die in demselben ausgesprochene 


Eigenschaft algebraischer Funclionen einmal entdeckt hatte, war es nicht schwer, 
den nachfolgenden Beweis desselben zu finden. 


1. 
Wir gehen von der Betrachtung der Reihe aus, welche (14x), nach 


aufsteigenden Potenzen von z entwickelt, giebt. Es bedeutet n eine posilive 


& 


2 
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oder negative rationale Zahl, die gleich = sein mag. indem unter g und % 
ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Theiler verstanden werden. so dafs in 
der binomischen Reihe der Bruch 


der Coeffieient von (+) ist. Bringt man diesen Bruch auf die kleinste Be- 


nennung, so wird sein Nenner nur durch solche Primzahlen theilbar sein. 
welche auch 4 (den Nenner von rn) theilen. Zunächst ist nämlich klar, dafs. 
wenn eine Primzahl 4, die in dem Nenner von 5 explicite oder implicite (als 
Vielfaches von 49) vorkommt, 4 theill, diese Primzahl gegen keinen Factor 
des Zählers sich aufheben kann, also im Nenner, nach der Reduction des 
Bruchs, grade so oft als Factor erscheint, wie vorher. Jede andere Prim- 
zahl » wird aber, wie sogleich gezeigt werden soll, eben so oft, oder einmal 
mehr. im Zähler als im Nenner enthalten sein; hebt sich also aus diesem weg. 


Um diese Eigenschaft der p zu erweisen, theiie man den Nenner 
von d in Gruppen, deren jede » aufeinanderfolgende Zahlen enthält, so dafs nur 
in der letzten Gruppe deren weniger als » vorkommen können; und zwar wird 
dieser Fall immer vorkommen, wenn »2 nicht durch p theilbar ist. Es bestehe 
7. B. die erste und die zweite Gruppe resp. aus den Gliedern 1.2.3... 
und (2p). In jeder Gruppe, die letzte im Allgemeinen 
ausgenommen, wird ein, und nur ein durch p theilbares Glied vorkommen: 
und zwar ist dies immer das letzte Glied der Gruppe. 


Theilt man den Zähler in ähnliche Gruppen, deren erste also 
y(g—h)\(g— 2h)...(y—(p—1)h) ist, so wird in jeder derselben, mit Aus- 
nahme der letzten, een und nur ern durch p» theilbares Glied vorkommen 
müssen (und zwar wird dasselbe in der Regel nicht erst das letzte Glied 
der Gruppe sein), während in der leizten ein durch » theilbares Glied vor- 
kommen kann, und jedenfalls auch vorkommt, wenn »2 durch » theilbar ist. 
Man sieht dies leicht, wenn man erwägt, dafs y und A keinen gemeinsamen 
Theiler haben und daher die Congruenz 


= 0 mod.p 


eine Wurzel z hat, die zwischen O0 und »y—1 liegt, eine zwischen » und 
2p—1, us. w. Es befinden sich daher im Zähler eben so viele Glieder, welche 


durch » theilbar sind. als im Nenner; oder sogar eins mehr. 
37 * 
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Unter diesen durch p theilbaren Gliedern werden auch solche sein 
können. die durch eine höhere als die erste Potenz von p theilbar sind. 
Dadurch, dafs man Gruppen von p»“ Gliedern bildet, findet man, mittels 
eines dem obigen ganz ähnlichen Verfahrens, nämlich durch Betrachtung 


der Congruenz 
g9g—:zh = 0 mod.p*, 


dafs im Zähler eben so viele Glieder durch p* theilbar sind, wie im Nenner, 
oder sogar eins mehr. Wir haben daher folgenden Satz: 


Entwickelt man (1-- Po nach aufsteigenden Potenzen von x, so 
enthalten die Coöfficienten der verschiedenen Potenzen von x, in 
ihrer kleinsten Benennung, keine andern Nenner als solche, die in 
Potenzen von h aufgehen. Diese Nenner sind also nur durch solche 
Primzahlen theilbar, welche auch Theiler von h sind. 
So z. B. können in der Eırtwickelung von 1-2)" alle Nenner, bis auf die 
Potenzen von 3 und 5, weggeschafft werden. 

Anm. Auf folgende Art läfst sich ein Ausdruck für die höchste Po- 
tenz von p aufstellen, welche 1.2.3....m theilt. Man zerlege m in die Form 
m— +a,p, 
wo durch die a positive ganze Zahlen kleiner als » bezeichnet werden, die 
auch zum Theil Null sein können. Eine solche Zerlegung kann nur auf eine 

Art geschehen. Es giebt dann unter den Zahlen von 1 bis m: 


durch p, 


ap +a_p durch 
ap durch 
a, durch 


theilbare Zahlen. so dafs die höchste Potenz von p, welche das Product 
1.2.3... theilt, die Gröfse 

zum Exponenten hat. Z. B. für m = 131 setze man p==7. Dann ist 

1311 = m = 5-+4.742.7, 
also das Product 1.2.3... 131 noch durch 7° theilbar. Die höchste Potenz 
von 3, die in dasselbe Product aufgeht ist 3”, da 
131 ist. 


—1 


| 
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2. 

Eine irrationale Zahl nennt man eine solche, welche durch Addition. 
Subtraction, Multiplication, Division und Erhebung zu positiven Potenzen aus 
ganzen rationalen Zahlen entsteht. Wurde die Division nicht angedeutet, 
so soll die Zahl eine gunze heilsen; so dafs eine ganze Zahl rational, oder 
irrational sein kann. Dem Worte Primzahl geben wir keinen erweiterten 
Begriff; nur die rationalen Zahlen 2, 3, 5 etc. werden darunter verstanden. 
Eine ganze Zahl heifse Zheelbar durch eine zweite ganze Zahl, wenn die 
erste sich als Product der zweiten und einer dritten ganzen Zahl vorstellen 
läfst. Die beiden letzten Zahlen heifsen Theiler oder Factoren der ersten. 

Man sieht leicht, dafs sich jede irrationale Zahl als Quotient zweier 
ganzen Zahlen darstellen läfst, deren eine ihr Zähler, die andere ihr Nenner 
heifst. So z.B. ist gleich dem Quotienten von yiy3—y?2) und 
v3; v3 ist der Nenner von y(1—y3). Verbindet man zwei ganze Zahlen 
durch Addition, Subtraction und Multiplication, oder erhebt man eine solche 
Zahl zu einer positiven Potenz, so entsteht wieder eine ganze Zahl. 


3. 
Entwickelt man das Polynom 
nach aufsteigenden Potenzen von .r, so wird der Coöfficient einer jeden Potenz 
von x, erstens aus Binomialcoöfficienten, zweitens aus ganzen posiliven 
Potenzen der «a, und endlich auch aus negativen Potenzen non «, durch 
Addition, Subtraction und Multiplication zusammengesetzt sein. Beachtet man, 
dafs nach ($. 1.) die erwähnten Binomialcoöffiecienten in ihrer kleinsten Be- 
nennung keine andern Nenner enthalten können, als Potenzen des Nenners 
von n, so findet man folgenden Satz: 
Bedeuten die Grölsen « rationale oder irrationale Zahlen, so werden sich 
die Coöfficienten sämmtlicher Potenzen von & in der Entwickelung von 
nach aufsteigenden Potenzen von x, als Quolienten zweier ganzen Zahlen 
darstellen lassen, deren eine (der Nenner) ein Product aus Potenzen der 
Nenner der «a, des Zählers von «, und des Nenners von n ist. 


4. 
Durch Addition, Subtraction und Multiplication zweier Reihen oder gan- 
zen Funclionen von x kommen keine neuen Primzahlen in die Nenner; durch 


r u < 
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Erhebung einer nach 2 geordneten Function zu einer positiven oder negativen 
Potenz ($. 3.), nur eine beschränkte Anzahl derselben. Da sich aber jede 
algebraische Function einer Veränderlichen = durch eine gewisse Anzahl der 
vorgenannten ÖOperalionen aus x und Constanten (die man sich nicht als 
transcendent vorstellen darf, wie z. B. sin2. sondern höchstens als irrational) 
zusammensetzen lälst, so findet man ($. 2.) folgenden Satz: 


Läfst sich eine algebraische Function einer Veränderlichen x nach 
aufsteigenden Potenzen derselben entwickeln, so können die mit den 
Potenzen von x multiplieirten constanten Coöfficienten als Brüche 
dargestellt werden, deren Nenner Producte aus Potenzen einer be- 
schränkten Anzahl ganzer Zahlen sind. 


Man darf nicht glauben, dafs dieser Satz schon unmittelbar mit dem 
ersten Theile des zu beweisenden Satzes übereinstimmt. Es ist nämlich zu 
zeigen, dafs in solchen Reihen die Coöfficienten, nsofern sie rational sind, eine 
endliche Anzahl bestimmter Primfactoren und deren Potenzen enthalten. (Die 
Exrponenten dieser Polenzen können natürlich in unendlicher Anzahl vor- 
kommen.) Es wäre nun wohl denkbar, dafs eine Reihe von Brüchen,. deren 
Zähler und Nenner irrationale ganze Zahlen und deren Nenner aufserdem 
Producte aus Potenzen einer endlichen Anzahl gegebener ganzer Zahlen sind. 
dennoch. wenn die Brüche rational werden. Nenner enthalte, die durch alle 
möglichen Primzahlen getheilt werden können. Das gewonnene Resultat stimmt 
aber offenbar mit dem gesuchten überein, wenn folgende Eigenschaften irra- 


tionaler Zahlen erwiesen werden können: 


a) Sind Z und N irgend welche ganze Zahlen, g und A rationale 
ganze Zahlen, die keinen gemeinschafllichen rationalen Theiler haben: so kann 


= nur dann gleich Tr sein, wenn Z durch g und N durch A theilbar ist. 


r 


b) Eine Zahl X, und ihre Potenzen. sind nur durch eine endliche 
Anzahl verschiedener Primzahlen theilbar. 


Mit dem Beweise dieser Sälze. welche einer Theorie der irrationalen 
Zahlen angehören, werden wir die gegenwärlige Abhandlung schliefsen:; zu- 
nächst aber zu dem allgemeinen Falle der Reihen-Entwickelung impliciter 
Functionen uns wenden. welcher den eben behandelten umfafst. ohne die Ei- 
genschaften irrationaler Zahlen vorauszuselzen. 
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>. 

Der zweite Theil des Kisensteinschen Satzes beschäftigt sich mit dem 
Falle, wo eine Function von x, welche die Wurzel einer algebraischen Glei- 
chung im weiteren Sinne ist, in eine nach Potenzen von x aufsteigende Reihe 
mit rationalen Coefficienten entwickelt werden kann. Es wird behauptet, dafs 
die nothwendigen Nenner dieser Coöfficienten nur durch eine endliche Anzahl 
verschiedener Primzahlen theilbar sind. 

Die allgemeinste Form einer algebraischen Gleichung zwischen einer 
unabhängigen Veränderlichen = und einer abhängigen y ist die, dals eine 
gegebene algebraische Function von z und y Null sein soll. Wir müssen 
annehmen, dafs die Constanten, welche in dieser Funclion vorkommen, höchstens 
irrationale Zahlen, aber nicht transcendente sind. Unter dieser Vorausselzung 
kann die gegebene Gleichung, wie man weils, durch Multiplication mit ge- 
eigneten Facloren auf die Form einer algebraischen Gleichung im engern 
Sinne gebracht werden, d.h. auf die Form 

= 0, 
wo fiy,) eine ganze Function von x und y, mit rationalen ganzzahligen 
Coöffieienten ist. Jede Wurzel der ursprünglichen Gleichung wird auch eine 
Wurzel der letzten sein, die wir uns schon von gleichen Wurzeln befreit 
vorstellen. Hierdurch wird allerdings noch nicht die Möglichkeit ausgeschlossen, 
dafs einige Wurzeln für besondere Werthe von &, z.B. für 20, einander 
gleich seien. 

Die Gleichung f(y,r)=0 sei nach y vom m" Grade, und habe 
also die Form 


wo die A ganze Funelionen von . mit ralionalen ganzen Coäfficienten sind. 
die sich für #2 —0 auf 4,, a,, a, reduciren mögen, so dals für 2 —0, 


is. Hier sind die @ rationale ganze Zahlen; es können auch einige von 
ihnen Null sein, aber nicht alle zugleich, wenn man die A von ihrem gröfsten, 
allen gemeinschaftlichen Theiler befreit hat. Diejenige Wurzel der Gleichung 
f\y;2)=0, welche wir betrachten, die also durch eine Potenzenreihe mil 
rationalen Coefficienten ausgedrückt ist, sei 
so dafs c, eine rationale Wurzel der Gleichung f(y,0) 0 ist. Es ist nun 


N 
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zu bezweisen,. dafs die Nenner der e nur durch eine endliche Anzahl ver- 
schiedener Primzahlen theilbar sind. 


Offenbar wird es genügen, wenn man den Beweis für alle c, 
von einem bestimmten, dem n’” an, giebt, da €,. c,. bis zu c, hin, gewils 
nur eine endliche Anzahl von Nennern haben, indem die Anzahl dieser Glieder 
endlich ist. 


6. 
Wir behandeln nun zunächst den Fall, dafs f(y,0) = 0 nicht mehrere 
Wurzeln hat, die gleich ec, sind, dafs also 


nicht verschwindet. Es ist dieser Ausdruck nämlich gleich 


für 


Man gehe zunächst, von c, anfangend, in der Reihe der e bis zu einem 
solchen. dessen Index grölser als der Grad von A, ist ($.5.). Es ist 
leicht zu sehen, welche Primzahlen p in der unendlichen Reihe der ce, von 
dem bezeichneten an, in den Nennern vorkommen dürfen. Kommt nämlich 
die Primzahl » zuerst in dem Nenner von ce, als Theiler vor (wo nun n 
eröfser als der Grad von A, ist). so wird sie in allen ganzen positiven 
Potenzen von y, gleichfalls zuerst in dem mit =” multiplieirten Gliede sich 
zeigen können; und zwar enthalten y, y’, y’,;,... y”, nach dem polyno- 
mischen Lehrsatze, den Nenner p im Coöfficienten von x” resp. in folgender 
Verbindung: 


Selzt man in die Gleichung f(y,x) = 0 für y seinen Werth, ausge- 
drückt durch die Reihe, und ordnet nach Potenzen von x, so mufs der Coef- 
ficient jeder Potenz von x, also auch von x”, für sich verschwinden. Dieser 
besteht aber aus einem Theile, welcher » gewifs nicht im Nenner enthalten 
kann (indem er aus den in den A vorkommenden rationalen ganzen Zahlen 
und den e von ce, bis e,_, zusammengeselzt ist). und aus dem Theile 


Es mufs sich also auch aus diesem das » wegheben, so dafs in den Nennern 
nur solche Primzahlen p vorkommen können, welche T'heiler von dem 


of (y,0) 
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Zähler des Ausdrucks 
sind, der nach der Annahme nicht Null ist. 


7. 
Wir kommen zu dem Falle, wo fiy,0) = 0 gleiche Wurzeln hat. 
Es scheint mir auf einem Irrthum zu beruhen, wenn Kisenstein sagt, dafs 
die von Gaufs sogenannte Deferminante von f{y,0) nicht verschwinden darf. 
wenn eine Reihen-Entwickelung überhaupt möglich sein soll. Die Deter- 
minanle dieser Funclion ist nach G@aufs (Commentat. Gotting. Classis Math. 
Tom. III. p.114, „Demonstratio nova altera theor. omnem funet. algebr. etc. $. 6.) 
nichts anders, als das Product der »” Werthe, welche 
of(y;0) 
oy 


annimmt, wenn man, nach Ausführung der Differentiation, für y der Reihe nach 


die »» Wurzeln von f{y,0) = 0 setzt. Die Determinante verschwindet nur, 
und immer, wenn f(y,0) = 0 einige gleiche Wurzeln hat. Also müfste 
g, wenn ich die betreffende Stelle nicht unrichtig deute, 
in gegenwärtigem Falle keine Reihen-Entwickelung einer Wurzel der Gleichung 


nach obiger Behauptun 


fy,2)=0 möglich sein. Man findet indessen, zunächst in speciellen Fällen, 
wenn auch die Determinante für 20 verschwindet, allerdings Reihen-Ent- 
wickelungen; wie es das Beispiel der Gleichung 


= = 0 


zeigt. deren Wurzeln 


und 
sich offenbar in Reihen entwickeln lassen, während die Determinante von 


verschwindet. Aufserdem sehe ich keinen Grund, aus welchem im vorlie- 
genden Falle die Reihen-Entwickelung im allgemeinen unmöglich sein sollte. 
wenn gleich gewisse einfache Kunstgriffe angewendet werden müssen, um sie 
zu finden. Wie Jacobi in diesem Journal (Band 6. S. 273) bemerkt, hat 
Laplace, der in den „Memoires de Mathematique et de Physique de l’Academie 
royale des sciences pour 1777 p. 99” zuerst die Lagrange'sche Umkehrungs- 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLV. Heft 4. | 38 
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formel bewies (Histoire, p. 54), an der Stelle wo er die Wurzel y einer 
Gleichung = 0 in eine Reihe entwickeln will, wenn f(y,0) —= 0 gleiche 
Wurzeln hat (Memoires p. 121), einen Irrthum begangen, den Jacob? am an- 
gezeigten Orte berichligt. 

Will man eine Wurzel der Gleichung f(y,&) in eine nach Potenzen 
dy d’y 
dx dx 
suchen. Schreibt man zur Abkürzung f statt f(y,), und wendet das Zeichen Ö 
für das partielle, das Zeichen d für das vollständige Differentiiren an, so wird 


von x geordnele Reihe entwickeln, so hat man y, etc. für 2—=0 zu 


Hat nun f{y,0)= 0 mehrere gleiche Wurzeln c,, so wird Bu für 2=0 ver- 
. 
schwinden und — für 2 — 0 die Form % bekommen; den wahren Werth 


da 
des Bruchs wird man durch (r—1)malige Differentiatiion von Zähler und 
Nenner erhalten, wenn f(y,0)=0 eine Anzahl r gleicher Wurzeln hat. So 


entsteht eine Gleichung r'“" Grades für die auch die nothwendige Anzahl 


2 


dy 
de’ 
von Werthen dieser Gröfse, nämlich r, giebt. Ähnlich findet man =, u. S. W. 


für r—=0. Hätte z.B. f(y,0)=0 zwei Wurzeln c,, so wird 


of 

dy _ 

de of 

dr 

dx 


so dafs pi für 2—0 die Wurzel einer Gleichung zweiten Grades ist, näm- 


lich von 


2) +2 +54 —=(, 


wenn man nach Ausführung sämmtlicher Differentiationen und 


setzt. 


of 
ox0y dx 
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Hat f(y,0)=0 gleiche Wurzeln. und läfst sich eine Wurzel der 
Gleichung f(y,.r) = 0 wieder in die Reihe 


23 


entwickeln, so bleibt der Satz im wesentlichen bestehen: nämlich: 
Nimmt man n grofs genug an, so wird 


für keine andere Wurzel der Gleichung fiy,2)==0 als für y= y, durch x" 
theilbar sein, d.h., durch .c” getheilt, für @==0 noch einen endlichen Werth 
geben. Sollte man gerade ein solches n angenommen haben, dafs dieser end- 
liche Werth für === 0 gleich Null ist, so wird ein noch gröfseres, geeignet 
gewähltes r diese letzte Eigenschaft der Differenz verhindern. 


Wäre nämlich auch für die Wurzel y die Differenz 
Yı — 6, ee), 

wie grols man auch annimmt, durch  theilbar, so müfste offenbar y, mit y, 
übereinstimmen. 

Setzt man 

y= 
so wird man ($. 5.) aus der Gleichung für y eine ähnliche für erhalten; 
nämlich: 
B,n"- Bun”... +B,„-ın+ 

in welcher die 3 ganze Functionen von x (mil ganzen rationalen Coöfficienten) 
sind, die wir uns fre von einem gemeinsamen Factor vorstellen und die 
sich daher für in ralionale ganze Zahlen ... Vver- 
wandeln, welche nicht sämmtlich Null sein können. Von den m Wurzeln 
der vorstehenden Gleichung wird nur eene für z==0 einen endlichen Werth 
haben; nämlich die aus entstandene, deren Werth durch die Gleichung 


gegeben ist, so dals 

4b, = 0 
eine Gleichung ersten Grades sein mufs. Es verschwinden daher d,, b,.... b 
nicht aber b„_, und d„. Würde nämlich d,_, gleich Null, so müfsten auch 


m—?) 


b„, also alle & verschwinden; was nicht geschehen kann (S. oben). Wäre 


ferner d,_, nicht Null. wohl aber 5, so würde 3 = — —() sein. also 


m—1 
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der Werth von 7, für 2=0, d. h. ce, verschwinden. Es war aber n so 
angenommen, dafs dies nicht Statt findet. 

Setzt man für », den ihm zukommenden Werth 

in seine Gleichung vom »n'“" Grade, so hat man ähnliche Betrachtungen anzustellen 
wie in ($. 6.), die aber hier einfacher sind. Man wird ohne Mühe sehen, dafs in 
dem Nenner eines hinlänglich entfernten Gliedes e,,;, (und zwar mufs s grölser 
sein als der Grad von B,) eine neue Primzahl p nur dann auftreten kann, 
wenn sie d,„_, theilt. Also ist auch in diesem Falle die Anzahl der Prim- 
zahlen beschränkt, welche die Nenner der Coöfficienten unserer Reihe, wenn 
sie auf ihre kleinste Benennung gebracht sind, theilen. 

Wir schliefsen hieraus, dafs arctang.r, sinw, e‘, u. s. w. wirk- 
liche T’ranscendenten sind, d. h. nicht algebraische Functionen, ja nicht ein- 
mal Wurzeln algebraischer Gleichungen. 


9. 
Beweis der Sätze in $. 4. 


Hülfssätze. Bezeichnet J/ irgend eine irrationale Zahl, so kann man 
dieselbe leicht als Wurzel einer Gleichung 


darstellen, in welcher die Coöfficienten A rational sind. War J eine ganze 
Zahl ($. 2.), so kann man auch immer erreichen, dafs die A rational und 
ganz werden. 

Der Beweis des ersten Theils dieses Satzes würde keine Schwierig- 
keiten haben, so dafs wir nur den Fall untersuchen wollen, wo J eine ganze 
Zahl bezeichnet. Das verlangte Resultat wird sich ergeben, wenn man / in 
die Theile auflöset, aus welchen es entstanden ist. Dazu theile man die irra- 
tionalen Zahlen in Ordnungen, auf die Weise, wie es Adel in seinem 
„Beweise der Unmöglichkeit, Gleichungen von höherem als dem 4ten Grade 
allgemein aufzulösen” (Journal, Bd.I. S.67) gethan hat. Der Kürze wegen 
mag im Folgenden der Ausdruck „ganze Function” auch von Zahlen ge- 
braucht werden; und zwar soll ein Aggregat, welches aus Zahlen a, b, ce, etc. 
durch Addition, Subtraction und Multiplication entstanden ist, ohne dafs aufser 
a, b, c, ete. noch andere als rationale ganze Zahlen benutzt wurden, eine 


| 
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ganze Function von a, b, c, etc. heilsen. So ist 24- 5b eine ganze Function 
von a und 5, nicht aber «y2-+-5. Zählen wir Wurzel-Ausziehungen, so neh- 
men wir solche, deren Exponent eine Primzahl ist, für eine, also z. B. eine 
Wurzel. da 15 —3.5 ist, für eine zwerfache Wurzel - Ausziehung. 

Irrational erster Ordnung heifst dann eine ganze Function von ratio- 
nalen ganzen Zahlen und einfachen Wurzeln; Irrational zweiter Ordnung 
eine ganze Function rationaler ganzer Zahlen, von Irrationalen erster Ordnung 
und einfachen Wurzeln aus Irrationalen erster Ordnung; u.s.w. Die Irra- 
tionalen der verschiedenen Ordnungen sind ganze Zahlen; eine Irrationale 
0" Ordnung ist eine rationale ganze Zahl. Wir werden uns dann / als 
Irrationale einer gewissen, der n'“" Ordnung. vorstellen können: und zwar 
seien die Wurzeln aus den Irrationalen (rn —1)'" Ordnung, die in ihr vor- 
kommen, 


€ 


ei 3 
/ / 
etc.; 


wo also die e Primzahlen die Irrationalen — 1)'" Ordnung vorstellen. 
€ 


Potenzen von yr sind von keiner höheren Ordnung als diese Wurzeln selbst, 
und können unter der oben befindlichen Reihe von e,“”, &,'", etc. Wurzeln 
vorkommen; dagegen braucht man in diese Reihe nur die ersten e—1 Po- 
tenzen aufzundhmen, da für ein ganzes rationales 2, 


€ 


gleich der «“” Potenz von yr, multiplieirt mit einer ganzen Potenz von r, 
d.h. mit einer Irrationalen (an — 1)" Ordnung ist. Es läfst sich also / als 


ganze Function von etc. und ihrer resp. —1, etc. ersten 
Potenzen, aufserdem aber von Gröfsen einer niedrigeren als der n“" Ordnung 
darstellen. Setzt man jene e'”, ete. Wurzeln resp. gleich elc., 
so hat J die Form 
I= 29,,,..0"0" 
wo die g Irrationalen höchstens von der (na— 1)” Ordnung sind, und die 
Summationen sich auf alle Werthe s,. 5, ..., von Null bis resp. e, — 1. 
e,—1, etc. beziehen. | 
Es genügt also / einer Gleichung 


deren Form mit der oben aufgestellten übereinstimmt, indem die höchste Po- 
tenz von J, (hier / selbst), nur mit 1 multiplieirt ist, die Summe aber eine 
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ganze Zahl vorstellt. welche allerdings noch nicht rational, sondern eine Irra- 
tionale Ordnung ist. 

Multiplieirt man nun diese Gleichung ersten Grades mit den e,e, --- —1 
Factoren, die man erhält, wenn man in der Differenz 

I— 02° 
den o alle möglichen Werthe giebt, deren solche Wurzelgröfsen fähig sind, 
so bekommt man für J eine Gleichung vom ee, ....“" Grade, von der ver- 
langten Form; mit Coöffieienten, die höchstens von der (an —1)"" Ordnung 
sind. Wie man von der Gleichung ersten Grades auf die e,e, ..."" Grades 
kam, so wird man von dieser zu immer neuen Gleichungen von derselben 
Form. von einem immer höheren Grade, mit Co6flicienten immer niedrigerer 
Ordnung gelangen, bis man endlich zur 0" Ordnung kommt. 

Es genügt demnach jede ganze Zahl J einer Gleichung 

I"— 4,1"... +4. = 0, 


deren Coelfiecienten A ralional und ganz sind. 


10. 

Folgerungen. Sollte / nur in irrationaler Form aufgetreten, aber 
ralional sein. so ist es eine ganze rationale Zahl, wenn es früher die Gestalt 
einer ganzen Zahl hatte. Genügt nämlich der Gleichung für / mit ganzen 
rationalen Coöfficienten eine rationale Zahl, so mufs dieselbe nach bekannten 
Sätzen yanz sein. | 

Die obige Gleichung für Z ist nicht nothwendig irreduetibel;: man sieht 
aber. dafs jeder ihrer irreduclibeln Factoren von derselben Form ist, wie sie 
selbst. und ganze Coölficienten A hat. (Der Beweis folgt aus Disq. arithn. 
p.37, 8.42.) Wir haben daher folgenden Satz: 

Jede irrationale Zahl I genügt einer irreductibeln Gleichung 
I" — 4,17" 4,10" — ...+4,.=0. 
Ist I ganz, so sind die A nicht nur rational, sondern auch ganz. 

Da eine Gröfse Z nur ezner irreductibeln Gleichung genügen kann, so 
sind alle A bestimmt; also ist es auch A„. Norm einer Zahl I heifst die 
Gröfse A,. Die Norm einer jeden Zahl ist daher rational, die Norm einer 
ganzen yunz. 

Die »p" Potenz der Norm einer ganzen Zahl ist durch die Norm 


der Potenz derselben theilbar. Setzt man nämlich /=yKA in die 
Gleichung für Z/, so erhält man, indem man die »'" Wurzeln wegschallt, eine 
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Gleichung für X, die mit A” anfängt und mit + A/ schliefst. Diese Gleichung 
ist entweder irreduclibel, oder nicht; im ersten Falle ist sie identisch mit der 
irreductibeln Gleichung 
K"— BK'"...+B, —=0, 
welcher A als irrationale ganze Zahl genügt; im zweiten Falle ist sie wenig- 
stens durch sie theilbar. Es ist also 3, (und das ist nach der Erklärung 
die Norm von K oder von Z”) ein Theiler von A4/, der p"" Potenz der 
Norm von 4. 
11. 

Beweis des Satzes d. in $. 4. Den Arbeiten von Abel ( Journal 
Bd. I. S. 65 et seq., Oeuvres compleles Tome II. „Sur la resolution algebrique 
des @qualions, p. 185 et seq.”) entnehmen wir einige Resultate, deren Be- 
weise in den angezeigten Stellen vollständig enthalten sind. Man kann auch 
die Arbeiten von Malmsten und Luther (Journal Bd. 34. und 37.) ver- 
gleichen. Es ist dort gezeigt, dafs jede irrationale Gröfse / auf eine Haupt- 


form gebracht werden kann, in weicher sie als rationale Funclion gewisser 


A 
Wurzelgröfsen yy, yyı, etc. sich zeigt. Diese Funclion genügt dann immer 


derselben irreductibeln Gleichung, welche ete. Wurzeln man auch 
nehmen mag. (Oeuvres completes, II. p. 199.) Man findet dort auch (p. 200) 
den Satz, dafs eine irreductibele Gleichung mit einer algebraischen Wurzel 


nur algebraische Wurzeln hat. 
Bringt man daher eine Wurzel unserer irreductibeln Gleichung für 4 


($. 10.) auf die Hauptform und verändert die Wurzelgröfsen \y; etc. auf alle 
mögliche Arten, so erhält man alle Wurzeln; so dafs das Product der auf diese 
Art gefundenen verschiedenen Ausdrücke die Norm von J wird. 

Das „Theoreme I.” in den „Oeuvres completes” von Abel p. 196 lehrt, 
dafs zwei algebraische Ausdrücke in der Hauptform, welche dieselben Wurzel- 


gröfsen Vy, etc. enthalten, für alle Werthe, die man den Wurzelzeichen giebt, 
gleich sein müssen, wenn sie für eenen der Werthe übereinstimmen. Ist nun 
eine ganze irrationale Zahl / das Product zweier anderen ganzen K und Z, 
so bringe man diese auf die Hauptform. Es wird / nur die Wurzelgrölsen 
enthalten können, die in AK und Z vorkommen, obgleich einige der letztern 
sich durch die Multiplication wegheben, und daher in / fehlen können. Ver- 
ändert man auf der Seite rechts der Gleichung 


I1= KL 


N. 
sei, 
| 
\ 
| 
| 
r Ge 
5 
| 
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die Wurzelzeichen Yy etc. auf alle mögliche Art, so wird das Gleiche auch auf 
der Seite links Statt finden, während verschiedenen Veränderungen auf der 
Seite rechts dieselben auf der Seite links entsprechen können. AMultiplicirt man 
die so entstehenden Gleichungen miteinander, so wird auf der Seite rechts 
das Product der Normen von K und L (nämlich aller Wurzeln der irreducti- 
bein Gleichungen, denen A und Z genügen) links die Norm von I oder eine 
Potenz derselben erhalten. Wir haben daher folgenden Satz: 

Die Norm eines jeden Factors einer yanzen Zahl theilt die Norm 

der yanzen Zahl, oder eine Potenz derselben. 

Soll nun eine Primzahl 4 eine ganze Zahl N oder eine Potenz der- 
selben, z. B. die g“ theilen, so mufs die Norm von y, d.h. g selbst. die 
Norm von N zu irgend einer Potenz, also die Norm von N*, mithin die g' 
Potenz der Norm von N oder diese selbst theilen. Kine ganze Zahl N 
und ihre Polenzen sind folglich nur durch die Primzahlen theilbar, welche 
die Norm von N theilen. So ist also der Beweis des Satzes (4. b.) geliefert. 


12. 
Kin Hülfssatz. Hat die Gleichung 
in welcher die A rationale ganze Zahlen bezeichnen, eine irrationale 
Wurzel, so ist dieselbe ganz. 


Beweis. Es sei Z der Zähler, N der Nenner von J, so dafs I — I 


ist. Man kann aber nicht annehmen, dafs Z und N keinen gemeinschaftlichen 


Theiler haben. Wäre nämlich Öd ein solcher, so würden 5 und = wieder 


einen Theiler haben können, und so könnte es in’s Unendliche fortgehen. Es 
kann ja eine Zahl N unendlich viele Theiler haben; nur über die Normen 


Z 
derselben haben wir einen Satz aufgestellt. Wir werden zeigen, dafs wenn — 


IN 
Z Z 
der vorstehenden Gleichung genügt, es gleich N’ dieses gleich x; elc. sein 
2 


mufs. wo die Z& und N ganze Zahlen bezeichnen, welche sich unbestimmt der 
Einheit nähern; woraus man dann schlielst, dafs der Bruch sich als ganze 
Zahl darstellen läfst. 
Selzt man nämlich in die Gleichung für / seinen Werth, so findet sich 
Z"”" + N(4, 4,27" 0, 
so dafs Z£” durch N theilbar ist. Macht man 


Z" NZr 


I. 
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so wird 


wo Z, eine ganze irrationale Zahl bezeichnet und N ” Das ist, was früher 
N, genannt wurde. So schreitet man nach und nach von dem Nenner N zu 


m—1 


N, N m 4 
N, J m N m 


fort und nähert sich also beliebig einem der Einheit gleichen Nenner. 


13. 
Beweis des Satzes «a. in $. 4. Ist nun 


so genüge Z der irreduclibeln Gleichung 
(1) ..-B,.= 0 


mit ganzen rationalen Coöfficienten, und N der folgenden: 


\ 


2) 
Setzt man in die erste Gleichung: 
Z—= IN, 
h 
so ergiebt sich 
h Im h? m? | . 
4X B, = N - +B. = 0; 


was mit der Gleichung r" Grades für N übereinstimmen mufls. Denn (2.) 
ist irreduclibel;: eben so (3.) (welches aus der irreductibeln Gleichung (1.) 
entstand), weil jeder Factor, der (3.) theilt, offenbar auch Z zu der Wurzel 
einer Gleichung von niedrigerem Grade als dem m" machen würde. Die 
Gleichungen (2. und 3.) sind folglich identisch, also ist m —r und 
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Da y und A keine gemeinschaftlichen Theiler haben, so sind 3,, B,, ete. 
resp. durch g. ete., ferner ete. resp. durch 4, A’, etc. theilbar. 


Macht man 


so geben die Gleichungen für Z und N: 


[4 


Es genügen also — und — einer und derselben Gleichung mit ganzen Coef- 


fiienten 4, nämlich: 
| 
+42) +. 4. =0, 


sie sind ferner irrational, also nach ($. 12.) ganz, d.h. es ist Z durch g, 


und N durch A theilbar. 


Bonn, im November 1852. 


B, — 
- 
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Considerations generales sur les racınes 
des nombres premiers. 


(Par Mr. Oltramare, prof. des math. super. a l’acad. des sciences de Geneve. ) 


1. 
8. 1. 


Soi «a un nombre premier quelconque, et x un nombre compris dans 
la suite naturelle des nombres plus pelits que u. Elevons x successivement 
a toutes les puissances 0, 1, 2, 3,... 2, ... (u—2), (u—1), u, u+1,... 
u-n—1,... nous pouvons, en representant par r,,, le reste de x" divise 
par u, et en nous rappelant que par le theoreme de Kermat nous avons 

(mod. u), 
former les deux suites infinies 

En examinant la suites des restes (2.), on voit que celte suite est 
periodique, qu’apres un nombre w—1 de restes on doit necessairement re- 
Irouver l’unite, et qu’ensuite cette periode de termes se repete inde- 
finiiment. Si tous les nombres de la periode 

sont differents entr’eux, comme ils sont en nombre u—1 et tous plus petits 
que w, ils doivent necessairement representer tous les nombres naturels depuis 
la u—l. 

Tout nombre x qui jouit de la propriete, qu’eleve a toutes les puis- 
sances 0, 1. 2, ... («—2), il donne toujours des restes differents lorsqu’on 
divise ces puissances par 1, est designe sous le nom de racıne du premier 


ordre vu primitive de u. 
Si tous les termes de la periode (3.) ne sont pas differents entreux, 
il est manifeste qu’en formant la suite de ces restes, le premier reste qu’on 


trouvera egal ä un reste deja obtenu, devra necessairement lunite; et 
39 * 
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comme d’ailleurs le reste qui repond & la puissance «—1 est l’unite, il faut 
que la periode (3.) se trouve partagce en de nouvelles periodes dont le nombre 
des termes de chaque periode est un sous-multiple de «—1; de sorte que si 
l’on represente par m le nombre des periodes qui entrent dans la periode (3.). 
et par n le nombre des termes de chacune de ces nouvelles periodes. on aura 
mn — u—l. 

Cela pose. nous appellerons rueine du m'”“ ordre ou d’un indice m, 
tout nombre = qui jouit de la propriete que, si on l’eleve ä toules les puis- 
sances 0, 1,2, 3. ... «—2, la suite des restes qu’on obtient en divisant ces 


termes chacune. 


puissances par u, forme m periodes semblables de 


$. 2. 
Considerons les deux suites (1. el 2.), et supposons que = soit une 


racine de lordre zn, la serie (2.) se composera de »n periodes semblables, de 


termes chacune. 


m 
Prenons un nombre quelconque y» compris dans une de ces periodes, 
el proposons-nous de delerminer lindiece qui repond a ce nombre. Soit, pour 
fixer les idees, v—= r,,, le nombre que nous avons choisi, nous pourrons former 
les deux suiles 


1, 


ww 


(3p)9 
Cela pose, on reconnait aisement, d’apres la maniere dont se forment 
les restes successils des puissances de y: 


u—1 


m 


1° Que si p est un diviseur de . on arrivera au resie 1 apres 


u— 1 
mp 


un nombre de termes egal a . puisque r —1, el par suile que y sera 


2’ Que siy est le plus grand commun diviseur entre 


une racine de l’ordre mp; 


—1 
el p, on 
m 


arrivera au reste 1 apres un nombre de terınes egal a I 


1 
„ et par suile que 


—1 
y sera une racine dont le nombre des lermes de la periode sera a c’est- 


a-dire de l’ordre ng; 
1 


3° Que sip esi premier avec . on n’arrivera au reste 1 qu’apres 


r 1 . 
un nombre de termes egal a .„ el par suite que y sera une racine dont 


1 
le nombre des termes de la periode sera „ c’est-a-dire de l’ordre m. 


m 
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On peut conclure de la: 
Theoreme I. 8: la suite (2.) est formee au moyen d'une ra- 
eines primitive x et qu'on ecrive les deu.r suiles 
r.,, sera une racine du nombre premier u d’un ordre indique par 
fe plus grand commun diviseur entre p et u—1. 
On peut deduire de ce Iheoreme, en admeltant que tout nombre premier 
a une racine primilive, les consequences suivanles: 


1° Qu’un nombre premier a aulant de racines de l’ordre m et plus 
pelites que «, y a de nombres enliers premiers et inferieurs 


2" Que si l’on connaissoit une racine primitive d’un nombre premier. 
on les connaitrait toutes, en elevant celte racine äa toules les puissances qui 
sont des nombres premiers avee «—1 et en divisant ces puissances par u; 


3’ Que tout nombre premier aura des racines des ordres marques par 
les facteurs de «—1,. et seulement des racines de ces ordres la; 


4° Que toute puissance zn d’une racine de l’ordre p est une racine de 
lordre mp, si le nombre « est de la forme mp%k--1, ou une racine de l’ordre 
donne par le plus grand commun diviseur entre «—1 et mp, si le nombre 
premier est d’une autre forme. 


3. 
Theoreme Il. 8 u est un nombre premier absolu, et a une 
racıne de ce nombre de lordre n, la congruence 


m 


2 = ya (mod. ı) 

1° Admettra une solution, et rien quune, si les deuw nombres 
u—1 et m sont premiers entreux; et cette solution sera une racine 
de Vordre n egalement. 

2° Elle n’admettra aucune solution si les deux nombres u —| 
et m ont un plus grand commun diviseur qui n’entre pas dans n; 

3° Klle admettra autant de solutions que le plus grand commun 
diviseur entre u—1 el m contient d’unites, si ce plus grand commun 
diviseur divise aussi evactement n; de plus ces differentes solulions 
seront des racines de u, sorl de lordre n, soit d'un ordre sous-mul- 
tiple den. 


| 


306 25. Oltramare, sur les racines des nombres premiers. 


Celle proposition tres connue, n’est que l’enonce de la reciproque de la 
econsequence du paragraphe precedent. 
Si nous considerons 
(mod. u), 
dont les m valeurs sont ke par 


R, : Y-1sin — (mod. u). 


lorsqu’on fait dans cette k egal a 0, 1,2... (m—1), 
il resultera du theoreme precedent, en remarquant que 1 est evidemment de 
’ordre —1: 

I’ Que A, sera irrationnelle pour toutes les valeurs de A differentes 
de 0, si m et «—1 sont premiers entr’eux: 

Que Zi, sera rationnelle pour un nombre de valeurs de A egal au 

nombre qui exprime le plus grand commun diviseur entre u—1 et m, et irra- 
tionnelle pour les autres. 


$. 4. 
Si nous supposons m — 3, les differentes valeurs de Ä seront: 
R =1 (mod. u), 
RW = (mod. u), 
= —}--1y-3 (mod. u). 


Par consequent, si u —6n--1, w—1 el m seront premiers entr’eux, et les 
valeurs de # et A” devront etre irralionnelles. 

On peut en conelure que: y—3 est rationnelle pour tout nombre 
premier u de la forıme 6n - 1, et irrationnelle pour tout nombre premier u 
de la forme 6n —1. 


En supposant m — 
l’expression est ralionnelle pour toute valeur d’un 


nombre premier u de la forme 2.3”’n-—1. el irrationnelle pour tout nomhre 
premier d’une autre forme. 


on demontrera de m&me que: 


$. 9. 
Si nous supposons m —=5. les dilferentes valeurs de R seront 
(mod. 
= —4-+ (mod. «), 
R" = — 444y5—4Y(-10—2y5) (mod. u), 
R' = —4— 4y5-+4y(—10-+2y5) (mod. u), 
= — 4 —4y5 —4y(—10+2y5) (mod. u). 
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Si u 10n--1, le plus grand commun diviseur entre u el m, 
sera 9, et toutes les valeurs de J& seront rationnelles. Or, puisque (comme 
nous le reconnaitrons plus loin $. 13.). y5 est rationnelle pour toute valeur 
de « de la forme I0n+1, l’expression yi—10+2y5) doit l’etre pour toute 
valeur de « de la forme 

Si a—=10n—1, u—1 et m sont deux nombres premiers entr’eux. 
Comme d’ailleurs y5 est rationnelle, l’expression y —10+2y5), doit eire 
irralionnelle. 

Siu—=10n+3, il est aise de voir que y5 et y(—10+27,5,) sont irra- 
tionnelles. 

On peut conelure de la que: 

Dexpression y —10+2y5) est rationnelle pour toute valeur de u de la 
forme 10n--1, et errationelle pour tout nombre premier d’une autre forme. 


En supposant — 


L’expression „[—-4+4y5+y —10F2y5)] est rationnelle pour toute 


on demontrera de m&me que: 


valeur d’un nombre premier u de la forme 2.5" n--1. et irrationnelle 
pour tout nombre premier d’une autre forıne. 


$. 6. 
Enfin, generalement, on peut dire que: 
En representant par « un nombre premier, et par R, la valeur 


. 2kw . 
de lexpression c08 sin— y—1, dans laquelle k peut prendre toutes 
& 


les valeurs 1, 2, 3,... @—1, on verra que le.xcpression 
YR, 


sera rationnelle pour tout nombre premier de ia forne 1. et irra- 
tionnelle pour tout nombre premier d’une autre forıne. 


7. 


On deduit aisement du theoreme I. et de la 4°" consequence du 
($. 2.) le theoreme suivant. 
Theoreme Ill. lon adınet que toutes les racines de Üordre 
m nombre premier u, soten! donnees par Vensemble des solutions 
d’une conyruence 
= plz) = 0 (mod. u). 
la congruence, propre a donner les racines de lordre mn, et rien 


EN 
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que les racınes de cet ordre, s’obliendra en changeant dans _ cette 


n 


eongruence en 


Reeiproquement, si l’on connait la congruence qui donne les racines 
de Fordre mn, el que nous en voulions deduire celle qui donne les racines 
de Fordre ir, il faudra remplacer x par x”. Mais ici on devra remarquer que 
la nouvelle congruence conliendra non-seulement les racines de l’ordre mn, 
mais aussi les racines de tous les ordres qu’on obtient en multipliant m par 
tous les diviseurs de n. Nous pourrons done enoncer le theoreme suivant. 


S. 8. 
Theoreme IV. 8: la congruence 
4 

= plz) = 0 (mod. u) 
donne pour solutions toutes les racines de Vordre mn, et si lon 
desiyne par 

/ous les diviseurs de n, differents de Uunite, et par 

Army (mod. u), Amy = 0 (mod. u) 
les congruences propres «a donner les racines des differents ordres 
... m: la congruence qui donnera les racines de lordre 
ın, el rien que les racines de cet ordre, sera 


> (0 (mod. u). 


La determinalion des congruences, propres a donner les racines d’un 
nombre premier « de tel ordre qu’on voudra, ne saurait actuellement presenter 
de diffieultes. 


6: 9. 


Si nous considerons le nombre 1, il est evident qu’en l’elevant suc- 
cessivement aux differentes puissances 1. 2,3,... «—-2, il donnera naissance 
a une periode d’un seul terme, et par suite ce nombre est une racine de 
"ordre «—1. Il est d’ailleurs aise de reconnaitre que ce nombre est la seule 
racine de cet ordre. de sorte que la congruence 


Au-n = 0 (mod. u) 


est la congruence propre a donner toules les racines, et rien que les racines 
de lordre u —1. 
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Si actuellement nous representons par 2” «’A- 1 le nombre premier «; 
m et s etant des nombres entiers, « un nombre premier, et A un nombre 
impair queleonque, nous aurons en vertu du Iheoreme precedent: 


— | 
= — 2-1==0 (mod. u), 
—1 
FE 2 
ee) 
2 2 


-—-1=0 (mod. u). 


Remarquons que la valeur de in mi) pourrait etre deduite de la valeur de 
2° 


en mettant simplement x’ a la place de x. II en est de m@me des valeurs de 


X 9 u—1\ X 


2 
En faisant usage de ceite remarque, nous trouverons, en continuant l’applica- 
tion de notre theoreme, la suite des congruences 


() (mod. «) 
1 
— = () (mod. u). 
= (0 (mod. u), 


ym 


a am 48-2 
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Et en continuant ainsi pour tous les facteurs de A, on arrivera a determiner 
toutes les congruences qui donnent les racines de tel ordre qu’on voudra. 


$. 10. 
Si nous appelons rweines öimpaires, les racines d’un nombre premier 
«u dont l’ordre est un nombre impair. el racines paires celles dont l’ordre est 


un nombre pair, nous pourrons dire: 


Theoreme V. Les racines impaires dun nombre premier u 


sont les racines de la congruence 
== 0 (mod. u), 
et les racines paires celles de la congruence 
= 0 (mod. 1). 


En supposant en ellfet 2”h (Ah elant un nombre impair), nous 
aurons en vertu du paragraphe precedent que les racines de l’ordre A seront 


les solutions de la congruence 


m-L\ 


+1 = 0 (mod. «). 


Si. dans cette congruence, A la place de =, nous meltons x”, nous 
aurons en vertu du iheoreme IV, une congruence qui contiendra les racines 
de tous les ordres qu’on oblient en multipliant 1 par tous les diviseurs de 4A; 
ou en d’aulres lermes, toutes les racines impaires. Cette nouvelle congruence est 


Comme en veriu du Theoreme de Fermat on sait que la congruence 


ze 1 I) —1) = 0 (mod. u) 


contient les racines des differents ordres de «, il faut que la congruence 


— 1 == (mod. u) 


contienne toutes les racines d’un ordre pair. 


On reconnailra semblablement que toutes les racines d’un ordre 2” A 
(A elant un nombre impair) sont donnees par la congruence 


2” +1 = 0 (mod. «). 
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5.31. 
Si l’on examine avec soin de queile maniere en vertu du theoreme (1V.) 
on peut deduire de la congruence 
= (mod. u) 


celle - ci: 
0 (mod. «). 


on en conclura sur les racines paires e! impaires le Iheoreme suivant. 

Theoreme VI. u elant un nombre premier de la forme 2" h1. 

et x et z deux nombres enliers salisfont a la congruwence 
= 0 (mod. u): 

1° 8: Uun des deux nombres x ou z est une racine de u d’un 
ordre marque par 2” k, lautre sera une racine paire ou impaire, mais 
seulement d’un ordre marque par Wk; 

2 Ss: lUun des deux nombres x ou 2 est une racine de u d’un 
ordre puir ou impair marque par 1), lautre sera 
egalement une racine parre imparre du ımeme ordre. 

Faisons remarquer que si u est de la forme 4n -- 3, auquel cas m — 1. 
en resolvant la congruence 
zz+1 = 0 (mod. u), 
on obtlient pour la valeur de l’un des deux nombres une racine impaire, et 
pour l’autre une racine paire d’un ordre double. 


$. 12. 
Si nous appelons rueines conjuguees deux racines dont le produit est 
congru A l’unite, et si nous designons sous le nom de racınes complementaires, 
deux racines dont la somme est congrue a zero, nous pourrons etablir les 


theoremes suivanls. 
Theoreme VI. Les racines conjuguees sont toujours du meme 

ordre, quel que soil le nombre premier u auquel elles appartiennent. 

En ellet, en posant 
zy—1 = 0 (mod. ı). 

et en designant par # une racine primitive de «, les valeurs y= 
seront des solutions de cetle congruence. Or les ordres des racines x et y 
seront egaux aux plus grands communs diviseurs entre u—1 et n, u—1 et 


u—n—1, et comme il est evideni que ces plus grands communs diviseurs 


sont egaux, ces racines sont du meme ordre. 


40 * 
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Theoreme VII. 8 u est un nombre premier de la forme 
4m--1, les racınes complementaires seront toutes deux impaires ou 
toutes deu. paires. Si elles sont impaires, elles sont du meme ordre; 
si elles sont putres, elles peuvent etre, sort du meme ordre, soil d’un 
ordre different d’un multiple %. 

2 u est un nombre premier de la forıne Am--3, les racines 
complementaires seront, Uune d’un ordre impair, lautre d’un ordre 
pair, d’un degre double de celui de la premiere. 


La demonstralion de ce Theoreme est trop simple pour qu’il soit ne- 

cessaire de nous y arreter; il est une consequence des theoremes (VI. et VIl.). 

Theoreme IX. Le nombre 2 est racıne imparre de tout nombre 

premier u de la forme Sn+3. et racıne paire de tout nombre pre- 
mier u de la forme 8Sn+1. 

Ce theoreme est le möme que celui qu’a demontre Legendre dans sa 
theorie des nombres (parag. 148). 

$. 13. 
Probleme. Determiner si le nombre premier «a est une racıne 
paire, ou une racıne impaire du nombre premier u. 

Si l’on connaissait les racines paires et impaires d’un nombre premier «, 
on pourrait aisement determiner, si « est racine paire ou impaire d’un autre 
nombre premier u; car en divisant «u par «@, el en designant par r le reste 
de la division, on aura par la loi de rceiprocite de Legendre que: 

S? u et « ne sont pas tous les deux de la forme An--3: ser est 
racine paire ou impaire de a, lui-ıneme sera une racine paire ou 
paire de u. 

SS; u et a sont tous deux de la forme An--3: si r est racıne paire 
ou impaire de a, « lui-meme sera, au conlraire, racıne impaire ou 
parre de u. 

Si nous supposons e—=3:1 sera racine paire, et 2 racine impaire: par 
consequenl, si u est des deux formes 


3n+1 et An-+1, 3 est racine paire, 
3n+2 et An-+1, 3 est racine impaire, 
3n+1 et 4n-3, 3 est racine impaire, 


3n+?2 et An-+3, 3 est racine paire. 
Il resulte de la que: 


| 
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Theoreme X. a) Le nombre 3 sera racine paire de tout nombre 
premer u de la forme 12n+1, et racine impaire de tout nombre 
premier de la forme 12n+9. 

Si nous faisons @—=5: 1 et 4 seront racines paires, el2 el 3 racines 
impaires. Le möme raisonnement nous conduira a admeltre que 

b) Le nombre 5 sera racine paire de tout nombre premier u 
de la forme 1’n+i, et racine impaire de tout nombre premier de 
fa forme Wn+3. 


Si nous Jaisons successivement a==11l, «== 13. etc.. nous 
trouverons, en suivant la meme marche que 

c) Le nombre 7 sera racıne paire de tout nombre premier de 
la forme 25n+1, ou 2Sn+3, ou et racine impaire de tout 
nombre premier de la forme 2Sn+5, ou 2Sn+ 11, ou 2Sn+ 12. 

d) Je nombre 11 sera racine paire de tout nombre premier de 
la forme 44n+1, ou 44n +5, oud4An+T. ou 44n+9: ou 44n+19. 
ei racine impaire de tout nombre premier de la forme 44n+3, ou 
44n +13, ou 44n+15, ou 44n+17, ou 44n+21. 

Et generalement: Le nombre premier u est racıne paire de tout 
nombre premier ıı dont les formes sont donnees par une certaine 
suite Aonta, ou Ion+b, ou elc., et racine impaire de tout nombre 
premier dont les formes sont donnees par une swle tu, ou 
don+b', ou etc. 

Parmi les formes de « qui donnent « pour racine paire, on lrouvera 
constamment la forme 2en+K’, et il est facile de faire voir que cela arrivera 
constamment. Si, en effet, on suppose u —=4an-- KA, et qu’on applique la loi 
de reciprocile, on ‚trouve que @ est racine paire ou impaire de «u, selon 
que A” est racine paire ou impaire de «@: par suile @ est racine paire de u, 
ar est de la forme 4n--1. 

Si de plus on remarque que les nombres premiers qui repondent aux 
deux formes 4en+ 4°, ont a la fois « pour racine paire ou impaire, on pourra 
enoncer le theoreme suivant. 


Theoreme Xl. NSiu est un nombre premier, tel qu’en y ajon- 
tant ou retranchant K, le resultat est divisible par 4: tout nombre 
premier different de 2, qui divise expression utk', est une racine 
paire du nombre premier u. 


== 
i 
| 
| 
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g. 14. 


Nous pouvons, comme consequence des theoremes prouves dans le 
paragraphe precedent, etablir le theoreme suivant. 


Theoreme u et etant deux nombres premiers, et qu'en 
divisant u par dc, on obtient un reste r positif ou negatif, tel que 
2a r soit egalement un nombre premier v: 


1’ Si a est de la forme An-+-1. sera une racine paire ou im- 
paire de u, selon quw'il sera lwi-meme une racine paire ou impaire de v. 


2 Si a est de la forme An--3. « sera une racine paire ou im- 
paire de u, selon qu'il sera lui-meme une racine impaire ou paire de v. 


$. 1. 
Soit u un nombre premier quelconque, et proposons-nous de resoudre 
la congruence 
= 0 (mod. u). 
Si l’on fait disparailre le second terme de cette congruence, en posant 
y = r2r—4P (mod. u), 
on pourra, en designant par p el q des nombres entiers quelconques. la mettre 
sous la forme 
= 0 (mod. u). 
Si l’on pose, pour abreger: 
4 == (mod 
les valeurs de = qui salisfonl a la congruence (1.), seront donnees par les 


expressions analytiques: 


(2.) 2’ A— (mod. u), 


—4 (4 — — (A 2) (mod. u), 


4.) "= —! (A —1 (44 Yy—3 (mod. u). 


Bl. 
- 
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Cela pose, nous allons examiner quelles sont les congruences pour 
lesquelles ces expressions ont une valeur ralionnelle ou irrationnelle. et re- 
chercher, sous quelles formes il convient de les mettre pour en caleuler les 
valeurs. dans le cas de la premiere de ces alternatives. 

Nous distinguerons ici lrois cas; selon que la quanlile p’ qui entre 
dans l’expression de A, satisfait a "une ou a lrautre des trois congruences 


suivantes: 
= 0 (mod. u), 
1: (mod. u). 
= (mod. «). 
S. 2. 


Theoreme I. Ni les nombres p et q qui entrent dans la con- 
gruence proposee 
== 0 (mod. 
sont que Von ait: 
== 0 (mod. u). 
la congruence proposee admettra trois racines rationnelles, dont deux 
seront egales entr'elles. 


Cette proposition est evidente si l’on remarque que l’on a identiquement. 
en vertu de la congruence (1.): 


p 
d’ou il resulte 

(mod. u). 

= (mod. u). 

= —— (mod. u). 
p ) 


Ces resultats pourraient d’ailleurs se deduire des expressions analyliques 
(2, 3 et 4.), en tenant compte de la congruence (1.) de ce paragraphe. 


3. 


Theoreme N. Si u est un nombre premier de la forme 6n —1. 


et sip et q sont deux nombres tels que Von ait: 


— 
rp 1 (mod. u), 


us 

2% 
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la congruence proposee 
a” --3pr--2g = 0 (mod. u), 


n’admettra quwune seule racine rationnelle, donnee par la formule 


ee = >T2M (mod. u): 


M representant la partie du deveioppement de lexpression 
» 
qui ne contient pas y(q --p’) en facteur, c'est a dire: 
Puisqu’on a la congruence 
= 1 (mod. u), 
on pourra toujours trouver une valeur de s, telle que 
s = (mod. u), 
et la valeur de =’ donnee par la congruence (2. $. 1.), sera 
» 
= Ys—g)— (mol. u). 
v(s—4) 
Si maintenant on remarque que « est de la forme 6n—1: u —1 sera 
3 
premier avec 3, et en verlu d’un theoreme connu, l’expression y(s—g) sera 
rationnelle; par suile la valeur de «’ le sera, et la congruence proposcee ad- 
mettra celle valeur comme racine ralionnelle. 


(Quant aux deux autres valeurs x’ et x” de x, il est facile de voir 
qu’elles sont irralionnelles; car elles se composent d’une premiere partie 

— y(s—g) — | qui est ralionnelle; plus d’une seconde partie, dont 
"un des facteurs y—3 est toujours irrationnel (vu la forme du nombre premier «) 
et dont laulre 4y(s— y)-+ est ralionnel. 
v(s—9) 
Pour exprimer la valeur de x’ en fonction ralionnelle des coöflicients 


de la congruence proposee et du nombre premier w: remarquons qu’en resol- 
la congruence (2. $. 1.) par rapport a A, on obtient: 


Elevant a la puissance «--1==6n les deux membres de cette congruence, en 
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remarquanti que: 
== 1 (mod. u), 


(2? = 1 (mod. u), 
et en rejetant les multiples de «, on trouve: 
= 2x" - 4p+ 2x + Ap) (mod. u). 
qu’on peut ecrire: 
t4p) = (mod. u). 
Changeant le signe de y/y’--p’), ce qui ne rc pas la valeur de x’. on a: 
+2pF +4p) = — (mod. ı 
Additionnant ces deux congruences, on en lire: 
En posant. pour abreger. 


nous aurons 


= 2(M—p) (mod. u). 
cette valeur de x”, mise dans la congruence proposee. donne 


2q 
I »t2M (mod u). 


4. 


Theoreme Ill. Si u est un nombre premier de la forme 6n--1. 
et si p et q sont deux nombres tels que Von ait: 


| 
= 1 (mod. u), 
la congruence proposee 


3pr+2g = 0 (mod. u) 


admettra trois racines rationnelles, ou n’en admettra aucune, selon 


que la congruence 


sera satisfaite, ou ne le sera pas. 


Si la quantite Y(Q+p’) est une racine du nombre premier w, 
d’un ordre dont l’indice soit multiple de 3, cette valeur salisfera a la con- 
gruence (1.); comme le demontre le theoreme de Fermat, et la valeur, 


A= + p’)] (mod. «), 
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sera, en verlu d’un theoreme connu, une quanlil@ rationnelle qui admetira {rois 
valeurs. En designant ces trois valeurs par A’, A” et 4”, nous aurons, comme 


racines de la congruence proposee: 


= — 


p 
! 


(mod. 


3.) 4"— (mod. u), 


A"— (mod. u), 


ou bien, en designant par 4 une quelconque de ces trois valeurs, les expres- 
sions de x’, «”, x”, donnees dans le ($.1.); car y—3 est, par la forme du 
nombre premier «, une quanlit& rationnelle. 

Reeiproquement, si p et g sont tels que la congruence (1.) soit salis- 
faite. la congruence proposce admettra trois solutions. 

En effet, on deduit des congruences (1. el 2.): 

21 (mod. «): 

congruence qui montre que A est une quanlite rationnelle, et par suite que 
les valeurs de et donnces ($.1.) sont ralionnelles; car lest 
egalemen!. 

Si la quantil&e —g--y{g p‘) est une racine du nombre premier u, 
d’un ordre dont lindice soit premier avec 3: cette valeur ne salisfera point 
a la congruence (1.). De plus, les trois racines x’, .c” et x” seront irralion- 


nelles; comme nous allons le reconnaitre. En effet, la quantite — q--y(Q’-p) 
elant une racine du nombre premier « dont l’indice est premier avec 3, la 


valeur de 
A= --p’)] (mod. «) 

sera irralionnelle. ceonformement a un Iheoreme connu; et par suite la valeur 

| (mod. u), 

4 

ne saurail devenir ralionnelle que dans le cas ou les parlies irralionnelles de 
4 et de T seraient egales entr’elles el ou l’on aurait: 

Lyz (mod. u), 
— (mod. u); 


v, y et z representant des quanlites ralionnelles. 
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Il resulte de ces deux congruences: 
Multipliant cette congruence par on trouve 
= —(p—yy) 4 (y-+-y') (mod. u). 


r 3 
Eliminant yz’ entre ces deux dernieres congruences, on obtient: 


(a) (mod. u). 


Or cette derniere congruence est absurde, car elle donne pour Vz une valeur 
rationnelle: la valeur de ©’ est done irrationnelle. 

On ne saurait objecter que le numerateur et le denominateur peuvent 
elre congru Aa zero dans la congruence («a.), car alors il en resulterait 

Vz (mod. 1); 
ce qu’on ne saurait admettre. 

Quant aux deux autres valeurs de x, x” et x”, il est facile de de- 
montrer qu’elles sont egalement irrationnelles. 

En effet, en posant pour abreger il est facile de 
voir que l’expression peut se mettre sous forme k etant 
un coöfficient ralionnel, et pour que a’ soit rationnelle, il faut que l’on ait 
simultanement: 


y etant une quanlite ze 
Elevant les deux membres de ces congruences au carre, et eliminant A, 


on obtient: 
12p +-Skz == 0 (mod. 
Multipliant cette congruence par Vz, on a: 
(Ak’z 2y)yz?+(12p Skz -t(2ky--4)2 = 0 (mod. u). 
Kliminant yz? entre ces deux congruences, on trouve: 


82 — — 16K’2?— 12py — y’ 


3 
Or cette derniere congruence est impossible, puisqu’elle donne pour yz une 


valeur rationnelle; la valeur de «” est done irrationnelle. 
41* 


| 
A —— d 
-—;= (mod. u), 
| ( .) 3 
3 3 
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II ne saurail arriver que le numerateur et le denominateur fussent 
congrus a zero, car alors on aurail: 
775 (mod. u); 
+2 
ce qw'on ne saurail admellre, a moins que le numerateur et le denominateur 
ne fussent encore congrus a zero, auquel cas nous aurions 


3 1 
(mod. u): 


ce qu'on ne peut admeltre. 


Le m&me raisonnement pourrait s’appliquer a x’ seulement. Au lieu 


des congruences (5.). il faudrait considerer les deux suivantes: 


Reciproquement, si la congruence (1.) n’esi pas satisfaite, la congruence pro- 
posee m’admel aucune racine rationnelle. 

En elfet, si la congruence admeltait une racine ralionnelle, la quanlite A 
devrail &ire rationnelle; car si celte quanlile ne l’elait pas, les trois racines 
seraien! irralionnelles; comme nous venons de le reconnaitre. Or si 4 est 
ralionnelle,. on a: 

= 1 (mod. 
et par suile: 
1 (mod. u). 
Mais, par hypothese, celte congruence n’esi point salisfaite: la congruence pro- 
posce ne peut done admelire aucune racine ralionnelle. 


La determinalion des racines de la congruence proposce est bien simple 
dans le cas qui nous oceupe, puisqu'il sufit de caleuler les trois valeurs 4’, 


A’ et A” de la quanlite 
3 
A = (mod. 
et les trois racines seront donnees par les formules (3.) du paragraphe pre- 
cedent, ou par les formules (2, 3 el 4.) du paragraphe 1. en prenant pour 


4 Yune queleonque de ces trois valeurs. 
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Ce procede a l'inconvenient de ne pas donner l’expression des racines 
en fonclions rationnelles des coöffieients de la congruence proposee et du nombre 
premier «. En nous appliquant a celte determination, nous avons pu facilement 
y arriver lorsque le nombre premier « avoit l’une des deux formes ISm- 7 
et 15m --1 3; nous avons, au conlraire, reconnu qu'il fallait distinguer plusieurs 
cas lorsque « etait de la forme 18% --1. Aussi, pour ne pas donner ä ce 
memoire trop d’elendue, nous nous conlenterons d’exposer Ja marche a suivre 
dans les deux premiers cas. Pour le cas ou «= 18 m- 1. nous examinerons 
les cas oü ce nombre premier n’est pas en meme temps de la forme Ak 1: 
il sera facile au lecleur de supplöeer a l’omission que nous ferons par des 
considerations analogues a celles dans lesquelles nous allons entrer. 

Nous devons faire observer iei que nous n’avons point cherche a ex- 
primer les trois racines d’une m&eme congruence en fonelions ralionelles des 


coeflicienis du nombre premier, mais seulement l’une d’elles; en second lieu 
nous avons regarde les expressions ele. comme rationnelles. 
lorsquil etait reconnu que ces expressions l’etaient. 
$. 6. 
Theoreme IV. le nombre premier u==6n- 1 est egalement 
de la forme 15m- 7. et si la congruence proposee 
424 = 0 (mod. u), 
dans laquelle p et q sont tels que (on a 
= 1 (mod u), 
admet trois racines ralionnelles: ces trois racines seront donnees par 
les formules 


: 2M (mod. 
= — M-y[—37M?-p)] (mod. u), 
= — M— y[—3(M°--p)] (mod. 


M representant la partie du developpement de Fexpression 


Ye PT" 


qui ne conlient pas y(q p') en facleur ; c’est-a-dire: 


En vertu de la congruence (1. $.4.) et de la forme du nombre pre- 


mier u, on a: 
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Extrayant la raeine troisieme des deux nombres, et posant, pour abreger: 


nous aurons: 

= HP) (mod. u). 
Changeant le signe de y{g’--p’), on obtient 

Additionnant ces deux congruences, on obtient 

x' == 2M (mod. u), 
en remarquant que 

Les valeurs de =’ et x’ s’obliennent facilement en divisant le premier 
membre de la congruence proposee par e—2M, ce qui donne pour quotient, 
2 Mxr+3p- quantit& qui. congrue a zero, donne: 


x = — M+y[—3(M-p)] (mod. u). 
7. 


Theoreme V. 8i le nombre premier u—=6n-;1 est egalement 
de la forme 1Sm- 13, et si la congruence proposee 


--3pr--2g4 = 0 (mod. u), 
dans laquelle p et y sont tels que lon a: 

—=1 (mod. u), 
adınet trois solutions rationnelles: les trois racines de cette con- 
gruence seront donnees par les formules 


1 
= — p[M- (mod. u), 
1 


3 
=" = (mod. 


7 1 
— 2M(p (mod. u), 
en posant, pour abreger: 


En vertu de la congruence (1. $.4.) et de la forme du nombre pre- 


mier u, on a: 


1 
/d = 


(mod. u). 
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Extrayant la racine troisieme des deux nombres, et posant, pour abreger: 


[- = M--Nyig’--p) (mod. 1), 


on trouve 
I-4 3 (mod. 1). 
On voit ainsi que l’expression 
1 
M+NVW+P)) 


est l’une des trois valeurs du radieal eubique [—y--y(y’-+p’)]; par con- 
sequent Fune des racines de la congruence proposce sera: 

1 1 233 


De la connaissance de cette racine on pourrait deduire les deux autres, mais 


il est plus simple de remarquer qu’en changeant le signe de y({gy -; p’) dans 
la congruence (1. $.4.). on a: 
1 


d’ou l’on deduit par un raisonnement analogue au precedent la racine 
" 
M—N v(q’+p’) 
Comme d’ailleurs on sait que 


2 | 3\ 2 
Gm+3 (mod. u); 


— p|M— Ny(g’--p’)] (mod. u). 


= — (x (mod. u), 
il en resultera: 


2 1 
x — M (p (mod. u) 
en remarquanl que 


M° (g’ pP’) (mod. u). 
$. 8. 


Nous avons vu ($. 4.) que lorsque « est un nombre premier de la 
forme 6n--1, p et g etant deux nombres tels que 
(mod), 
la congruence 
= 0 (mod. 


admeltait trois racines rationnelles, lorsque la congruence de condilion: 


1 (mod. «) 


etail salisfaite. 
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Si nous admettons que «u soit de la forme 18#-1-1, nous aurons 
2n et par consequent: 
N | 3\ 
(1) = 1 (mod. «). 
Or, si l’on remarque qu’en designant par r lune queleonque des racines pri- 
mitives de «, on a pour les trois racines de l’unite: 


3 


yl == 1 (mod. «). 


= — 4--4y—3 (mod. u), 


yl = — (mod. u), 
il en resultera que si la congruence proposee admet trois solutions, nous aurons 
"une des lrois congruences 
[-4+ 1 (mod. 1), 
= = — 444 y-3 (mod. u), 
= —4—4y-3 (mod. u). 
Cela pose, nous pourrons e&lablir les /keoremes suivanls: 
l. Si le nombre premier u— 1Sm-+-1 est egalement de la forme 
54k--19, et si la congruence proposee 
--3pr+2g = 0 (mod. u). 
dans laquelle p et q sont tels que (on a: 
—= 1 (mod. u), 
= 1 (mod. 
admet trois racines rationnelles: Tune de ces racines sera donnee 
par la formule 


II. 8; le numbre premier u —= 18m-+1 e:t egalement de la 


forme 54k--19. et si la congruence proposee 
a’ = 0 (mod. u), 
dans laquelle p et q sont tels que on a: 
- | | 2m 
admet trois racines rationnelles: Uune de ces racines sera donnee 
par la formule 


3, y2k+1 +l(u—1) 


| 
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II. le nombre premier u 18m--1 est egalement de la 
forme 54k- 37, et si la congruence proposee 
= 0 (mod. u), 
dans laquelle p et q sont tels que (on a: 
— 1 (mod. u), 
+9)" (mod u), 
admet trois racines rationnelles: Uune de ces racines sera donnde 


par la formule 
1 
+9) 
IV. Si le nombre premier u = 18m--1 est egalement de la 
forme 5Ak- 37, et si la congruence proposee 
= 0 (mod. u), 
dans laquelle p et q sont tels que Von a: 
= 1 (mod.u), 


[- + + == (mod. 1), 


admet trois racines rationnelles: Tune de ces racines sera donnee 


par la formule 
Les demonstrations de ces theoremes sont analogues ä celles des 
theoremes precedents, et ne presentent aucune diffieulte. D’autre part, il est 


facile de determiner les deux autres racines de chaque congruence par la 


connaissance de l’une d’elles. 
Dans le cas oü le nombre premier « — 18m-! 1 serait aussi de la 
forme 54%- 1, la eongruence de condition (1.) deviendrait: 
= 1 (mod. u), 
et il serait facile d’etablir des th6oremes analogues aux precedents, en consi- 
derant les neuf racines neuviemes de l’unite; et ainsi de suite. 


9. 
Lemme I. @Quel que soit le nombre premier u: si la congruence 
= 0 (mod. u) 
admet des racines ralionnelles, elle en admettra, une seule, ou trois. 
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Remarquons en effet que si deux racines de cette congruence elaient 


ralionnelles. comme la somme des trois racines est congrue a zero: toutes les 
trois devraient l’eire. 


Lemme I. 85 u est un nombre premier quelconque, b un 
nombre tel que Uon ait 


—1 (mod. u), 


en designant par a, r et s des quantites rationnelles quelconques: 
l’erpression 


dans laquelle est 
3 
MH = y(a--yb) (mod. «), 
ne peut etre rationnelle qu’autant quwon a la relation 
(2) sy(@@—b)—r = 0 (mod. 1). 
En effet, si N est rationnelle, on doit avoir par le theoreme de Fermat: 
N“-! == 1 (mod. u), 
et par consequent 


1 (mod. u). 


Multipliant les deux membres de cette congruence par sM-- —, el remarquant que 


s" s (mod. 
r“ = r (mod. u), 


nous obtiendrons: 
(3)  sM"--r = (mod. u). 
Mais en elevant les deux membres de la congruence 
M= y(a- Yb) (mod. «) 


a la puissance «, en supprimant les multiples de « et en tenant compte de 
la relation 

— 1 (mod. u). 
on obtient: 


3 


= y(a--yb) (mod. u); 
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par consequent nous aurons 
3 
y(a—b) (mod. «), 


Y(a’—b) 
M = m (mod. 
Mr = (mod. u). 
v(a’—b) 
M#-' = (mod. u) 


Ges valeurs, mises dans la congruence (3.). donnent 
Isy(@ —b)— r]M? == — —ry(a— b) (mod. «), 
ce que l’on peut &crire sous la forme 
[sy@—b)—r] [IM — Ya —b)] == 0 (mod. 
si nous remarquons que l’on ne peut pas poser 
—b) (mod. u); 
car il en resulterait 
(mod. u): 
congruence absurde, puisqu’elle donne pour yb une valeur rationnelle; ce 
qui par hypothese ne peut ötre admis, Ö etant tel que 
— —1 (mod. u), 
landis qu’il faudroit que l’on ait 
—b)—r (0 (mod. u). 
$. 10. | 


Theoreme VI. Si u est un nombre premier de la forme 6n--1, 
et si p et q sont deux nombres tels que lon ait 
—1 
la congruence 
= 0 (mod. «) 
ne pourra admettre plus d’une racine rationnelle. 


En vertu du lemme I., cette proposiltion sera demontree si nous prouvons 
que les trois racines ne peuvent &tre ralionnelles. Si les trois racines 7’, 


sont ralionnelles, la valeur de l’expression 


42 * 


- 
| | 
; 
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ww 
Io 


le sera. Comme d’ailleurs y—3 est une quanlite rationnelle, puisque u est de 
la forme il est necessaire (vu les valeurs de et que lexpression 


44 


A 
soit egalement rationnelle. 

Or il est facile de demontrer que celte expression ne l’est pas, quelle 
que soit la forme du nombre premier «. Il suffit pour cela de faire dans 
la congruence (2.) du paragraphe precedent: 

a = —g (mod. u). 

b = (mod. u), 

s = 1 (mod. 1), 

r == 9 (mod. u), 
et nous aurons: 

= 0 (mod. u): 
congruence qu’on ne peut admeltre; car il en resultera p = 0, et la quantite 
ya’-+p’) ne serait plus irrationnelle. 


11. 
On arriver au m&me resultat, en remarquant que x, (mod. 
est une racine rationnelle de la congruence proposee, les trois racines seront 
donnces par les expressions 


(mod. u): 


car on a 


(en vertu de la relation 

0 (mod. ). 
Il resulte de la que, comme y—3 es! une quanlite ralionnelle par la forme de 
u—6n--1, expression y[ —3(g°--p’)] sera irrationnelle; et par suite. si .r, 


est irrationnelle, les valeurs de x’ et seront irrationnelles. 


S. 12. 
Theoreme VII. Si u est un nombre premier de la forme 6n --1. 
et sip et q sont deux nombres tels que Ton ait la relation 
| 3 Ku—l) 


= (mod. ), 


lu congruence proposee 


-+-3px--2g 0 (mod. 
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admettra une solution rationnelle, ou n’en admettra aucune, selon, 
qu’en designant par M la partie rationnelle du developpement de 
lexrpression 
+ 
la congruence 
= — 


2 
(mod. 


sera, ou ne sera pas satisfaite. 
Nous avons reconnu par le Iheoreme precedent que la congruence 
proposee ne pouvait admetire qu’une seule racine, donnce par l’expression 
3 3 
En admettant que ceite valeur de x est rationnelle, on pourra. en designant 
par A et B des quantiles egalement rationnelles, poser: 
3 
(1) By/g-+p’) (mod. u). 
et il en resultera 
2) (mod. u). 
De ces deux congruences on deduit aisement: 
3.) = 24 (mod. u). 
4) pi) = —p (mod. u). 
Comme le nombre premier ı est de la forme 6» +1: en elevant les deux 
membres de la congruence (}.) a la puissance «— 1 ==6n, on aura: 


et en faisant, pour abreger, 
P+P)T = (mod. u). 
auquel cas on a 


2n —1 2n—2 „, 
on obtient au moyen des congruences (5. et 6.): 
__ 

(8.) A4+ D v(q’+p°) 

et par suite 
p’ r - 


M--Ny/g’ --p’) (mod. u). 


an 


330 35. Oltiramare, sur les racines des nombres premiers. 


De ces deux congruences on deduit 

(10.) M— +p) = 1 (mod. u), 

= 4 (mod. u). 
Si mainltenant on elimine B et X entre les congruences (4. 10. et 11.), on 
obliendra: 

(12) 44° = —2p(M-1) (mod. u); 
el comme par hypolhese @ 2.4 est une racine rationnelle de la congruence 
proposee, on aura 

A+g = 0 (mod. u). 


Kliminant A entre ces deux congruences, on Irouve 


(14) = — (mod. «). 


Telle est la relation qui doit exister entre les coefficienis de la con- 


gruence proposee, pour que ceile congruence puisse admeltre une solution 


rationnelle. 


$. 13 
Theoreme VIll. 8 u est un nombre premier de la forme 6n +1. 
et sip et q sont deux nombres tels que (on ait la relation 


___ 


(g’-+ pP?) = —1 (mod. uw); 
tandis que la congruence proposee 
= (mod. u) 
admet une solution rationnelle: cette solution sera donnee par la 


/ ormule 


M representant la partie rationnelle du developpement de lex- 
pression 


par la formule du binöme. 


En effet, la seule racine ralionnelle de la congruence proposee etant 
nous aurons. en vertu de la congruence (12.) du paragraphe precedent: 
(1.) = —2p(M-+1), 


2q 
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et par suite on a pour x les deux valeurs 
== +y[—2p(M+-1)] (mod. u), 
—y[—2p(M+1)] (mod. u). 

Il peut paraitre surprenant que l’on obtienne pour .= deux valeurs 
rationnelles, egales et de signes contraires, tandis que la congruence proposee 
ne peut admeltre qu’une seule solution. Cette diffienlte s’explique aisement si 
l’on remarque que, MH conservant la m&me valeur, quel que soit le signe de q, 
les deux valeurs precedentes ne sont pas toutes deux racines de la con- 
gruence proposee 

= 0 (mod. u), 
mais que l’une de ces valeurs est une racine de celle congruence et laulre 
appartient a la congruence 

= 0 (mod. u). 
a laquelle on pourrait appliquer le m&me raisonnement qui nous a conduit a 
la congruence (12.) du paragraphe precedent, en changeant q en —g; ce qui 
n'altererait pas celte derniere congruence. 

Si nous voulons connaitre celle de ces deux valeurs de x qui ap- 
partient A la congruence proposee, il suffit d’eliminer .2° entre les congruences 
= —2p(M--1) (mod. u). 

= 0 (mod. 1); 
ce qui conduit a la solution 


24 
M—1A) 


= (mod. u). 


$. 14. | 
On peut aussi demontrer les deux theoremes que nous venons de 
donner, d’une maniere plus simple, en remarquant que l’on a identiquement: 
Par suite on irouve 
valeur qu’on peut meltre sous la forme 
= [44 + (mod. 1). 


en ayant egard ä la congruence (6. $. 12.). 
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En changeant le signe de y/g’--p’,. ce qui n’altere pas la valeur 
de .r, on a: 

= + (mod. u). 
Multipliant ces deux valeurs de x, et ayant egard a la congruence (10.) du 
($. 12). on obtient (toute reduction faite) 

x —2p/M--1) (mod. u). 
Cette valeur de =’, mise dans la congruence proposee. donne l’equation de 


condition 


2M—1): M- == 


Quant a la valeur de «, on l’obtiendrait comme dans le paragraphe precedent. 


$. 15. 
Si Fon remarque que la congruence pr&ecedente peut se melire sous 
la forme 


4M’—3M-+1+ — 0 (mod. u), 


ou bien sous celle- 


2’ 


en supposant 2—=2M, il en resultera que si cette derniere congruence admet 
une solution rationnelle, solution qui sera donnde par 


(mod. u), 


| 


en supposanl 
M'= (1432) + +3n | [+ 2% 


la valeur de x devra &tre @gale a 2m. pour que n congruence proposee 
2°’ --3p-+2g = 0 (mod. «) 


admelte une solution rationnelle. 


On voit ainsi que si la congruence proposee admel une racine ration- 
nelle, on aura la relation 


= 14-1 - (mod. 1), 


(mod. u). 
2 2 
(1 0 (mod. u), 
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M et M' etant donnees par la formule (7. $. 12.) et par la formule (1.) 
de celui-ci. 

Reeiproquement, si celte congruence est salisfaile. la congruence pro- 
posee admeltra une racine, donnce par la formule 


$. 16. 
Theoreme IX. Si u est un nombre premier de la forme dn —1. 


et si pet sont deux nombres tels que Von ail: 
—1 (mod. u), 


/ 
la congruence proposee: 
+24 = 0 (mod. u) 
admettra trois racines rationnelles, ou n’en admeltra aucune. 
Si nous supposons que 2 = .x, (mod. «) soit une solution rationnelle 
de la congruence proposee, nous pouvons facilement reconnaitre que les trois 
solutions seront exprimees par: 


=z, (mod. u). 


= — (mod. u); 


car, en vertu de la relation 
+ = 0 (mod. u). 
on a les idenlites: 
2 = 0 (mod. u). 
= 39 (mod. u), 
= —2y (mod. u). 


Il resulte de la que, comme —3 est racine impaire de tout nombre premier « 
de la forme 6n — 1, l’expression y[—3(g’--p’)] sera ralionnelle, et les trois 
racines de la congruence proposee, se composant de parties rationnelles, seron! 
elles m&mes rationnelles. 
$. 17. 
Theoreme X. Si west un nombre premier de la forme 6n —1, 


ei si p et q sont des nombres tels que lon ait la relation 
3 4u—1) 


grP) = (mod. u). 


‘ 
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la congruence proposee 
2’ --3px-+-24 = 0 (mod. u) 
admeltra trois racines rationnelles, ou n’en admettra aucune; selon, 


quen designant par M la partie rationnelle du developpement de 
lexpression 


PT, 


Mp’ = —g (mod. u) 


sera salisfaite, ou ne le sera pas. 


la congruence 


En designant par A et B deux quantites rationnelles, posons: 

Il en resultera 

2) = (mod. u). 
De ces deux congruences on deduit aisement: 

2A (mod. u), 

(4) A+B((-+p) —p (mod. u). 

Comme le nombre premier u est de la forme 6” —1: en elevant les deux 


membres de la congruence (1.) ä la puissance «—1, et en ayant egard a la 
congruence (2.), on trouvera: 


5) = (mod. u). 


Si nous posons, pour abreger: 


(6) = (mod. u), 
ce qui donne 
nous aurons 
A— By(q’+p°) 
= NY +P) (mod. 


Changeant le signe de y(g’--p’) dans celte congruence, on obtient: 


(8.) A+ Byv(q’+p°) — (mod. u). 


De ces deux dernieres relations on tire: 
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M—N((-p) = (mod. u), 
= A (mod. u). 
Eliminant B et N entre la congruence (4.) et les deux dernieres, on obtient, 
toutes r@ductions faites: 
(9) 44°+43p4 = (mod. u). 
Cela pose: si Fon admet que la congruence proposee admelte une 
racine rationnelle, les trois racines seront rationnelles en vertu du theoreme 


precedent; par consequent 2A sera une quantite rationnelle qui devra satis- 
faire a la congruence 


| 


-+-3pr-+2g = 0 (mod. u); 


on aura done 


44’--3p4 = —g (mod. u). 
Comparant cette congruence avec celle (9.),. nous aurons la relation 
Mp' = —yg (mod. u). 


Il resulte de la que si cette derniere congruence est satisfaite, la quantite 24, 
qui est rationnelle, est racine de la congruence proposee; et par cons@quent 
il existe trois racines rationnelles, propres a satisfaire a la congruence donnce. 

Si cette derniere congruence n’est pas satisfaite, il est absurde de sup- 
poser que 2A soit une racine rationnelle de la congruence donnee; et par 
suite il ne saurait en exister aucune. 

$. 18. 

Pour determiner les racines de la congruence proposee, dans le cas 
ou l’equation de condition (A.) du paragraphe precedent est satisfaite, on 
pourra avoir recours & la congruence (4.) du meme paragraphe, que l’on 
mettra sous la forme 

A-+p = (mod. u). 

Elevant ses deux membres a la puissance 4 (u—1) = 3n —1, et remarquant que 
= —1 (mod. 1), 


nous aurons: 


(A-+-p)"" = —1 (mod. u). 
Developpant le premier membre de cette congruence par la formule du binöme, 
et simplifiant le resultat au moyen de la congruence 


44’+3pA-+g = 0 (mod. u), 


43 * 
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on arrivera necessairement a une congruence du second degre, de la forme 
(1) L4A+SA-T = 0 (mod. u). 
De ces deux congruences suit 
4SA’-(4T—3pL)A—yL = 0 (mod. u). 
Eliminant A’ entre ces deux congruences, on obtient: 


qL?+4ST 


et par suile une des racines de la congruence proposee sera 


2(qL?+4ST) 
— (mod. u). 


Les congruences (2. et 3. $. 16.) determineront les deux aulres racines. 


Ce procede ne donne pas l’expression des racines en fonctions ra- 
lionnelles des coöffieients de la congruence proposee et du nombre premier «. 
Nous allons presenter dans les paragraphes suivants la determination des racines 
sous ce point de vue, lorsque le nombre premier a l’une des deux formes 


18m--11 et 1Sm--5; nos recherches ayant et& infructueuses pour le cas 
ou u est de la forme 18m 


$. 19. 
Lemme. 8; u est un nombre premier de la forme 6n —1, et 
si la congruence 
= 0 (mod. u), 
dans laquelle p et q sont tels que lon a: 
= —1 (mod.u), 
admet trois racines rationnelles, on aura: 
(a) = —p (mod. 1). 
Remarquons d’abord que l’on a identiquement: 
= P°) (mod. u). 
Par suite la valeur de x: 
peut ecrite: 
d’ou Fon tire: 


1) = + + P+ (mod. u). 


| 
= 
+ 
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En posant, pour abreger: 
2) = (mod. 1), 
et changeant dans la congruence (1.) le signe de y(y’+p'), on obtient 
Additionnant les congruences (1. et 3.), on trouve 
Si l’on remarque d’aulre part que l’on a: 
il en resultera 
(4.) = —p» (mod. u). 
Changeant dans la congruence (2.) le signe de y(y’- p’), on a 
= (mod. u). 

Cette congruence, multipliee par la congruence (2.), donne 

-+p) = = p’ (mod. u): 
congruence qui, en verlu de la relation (4.), fait Voir que 

0 = 0 (mod. u). 

La congruence (2.) peut done etre £erite: 

= —p (mod. 1); 
ce qu'il fallait demontrer. 

$. 20. 
Theoreme Xl. Sile nombre premier u—=6n—1 est egalement 


de la forme 18m--11, et si la congruence proposee 

dans laquelle p et p sont tels que lon a: 
= —1 (mod. u), 


admet trois racines rationnelles: ces trois racines seront donnees 
par les formules: 


2Myp (mod. «), 
—= — (mod. 1). 


= 34 (mod. 1), 
Met N representant la partie rationnelle et le coeffieient de y(q - pP‘) 


| 


\ 


3 
( 
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du developpement de Vexpression [— par la formule 


du binöme. 


Si Fon remarque qu’en vertu du lemme du paragraphe precedent on a: 


= —p (mod. u), 


ce que l’on peut ecrire sous la forme 


| 44 +p )] — + pP) p® (mod. u), 
et qu’en changeant le signe de y(y’-+p’), on aura de meme: 

| +Pp — q— p? (mod. u), 


que par suite les valeurs de x: 

-3) (mod. u), 
pourront eire eEcrites sous. la forme 

4-3) 
3)} (mol 1): 
en posant, pour abreger: 
d’ou resulte 
[-9— = M—Ny(g+p°) (mod. u); 
et si l!’on remarque que « etant de la forme 18”--11, on aura 
3(n—1) = ?m-+1: 


M+NY(g’+p?) (mod. u), 


il en resultera: 


> 
IN 


yp’ (mod. u), 
[M-+ Ny(—3 (+ p’))] (mod. «), 
"= — yp{[M— Ny(—3(g-+p°))] (mod. u). 


I 


x 
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$. 21. 
Theoreme Si le nombre premier u—=6n—1 est eyale- 
ment de la forme 18m-+-5, et si la congruence proposee, 


= 0 (mod. u), 
dans laquelle p et q sont tels que lon a: 
= (mod. u), 
admet trois racines rationnelles: ces trois racines seront donnees 
par les formules: 


—2q 
ee = - mod. 
p(2yp’.M—1) M—1)’ 


M representant la partie rationnelle du developpement de expression 


par la formule du binöme. 


Si nous remarquons qu’en vertu de l’egalite 6n —1 18m --5, on a: 
— 
la valeur de 2’, donnee par la congruence (1.) du paragraphe precedent, 
pourra s’ecrire: 
En faisant pour abreger: 


a) = M+Ny(g’+p) (mod. u), 


et en remarquant que 
on obtiendra: 


Changeant dans cette congruence le signe de y(y’+p’), se qui n’altere pas 


| 
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la valeur de x’, on tronve: 
Multipliant ces deux dernieres congruences membre a membre, il en resulte: 
2) = N’ (mod. u). 
Changeant le signe de yY\y -+-p’) dans la congruence (1.), on a: 
= (mod. u). 

Multipliant membre a membre les congruences (1. et 3.), on en deduit: 

(4) = (mod. u). 
Comme d’ailleurs en vertu du Theoreme de Fermat on a: 


= 1 (mod.u). 
il en resultera: 


= yp’ (mod. 
vv 


On pourra, au moyen de ces dernieres congruences, donner ä la congruence (2.) 
la forme tres simple 


=” (1 — MN) = — 1—pyp.M®) (mod. 
si l’on remarque que 
pyp. = (1 M)A-- Yp.M) (mod. u). 
En substituant cette valeur dans la congruence precedente, et en supprimant 


3 
le facteur 1— y(p’.M, qui, comme nous allons le reconnaitre, ne peut eire 
congru a zero, nous aurons: 


= —2p(1--yp’.M) (mod. u). 
Si l’on remarque que la congruence proposee donne 
—2g 
= (mod. u). 
il en resulte: 
2 


p(2 


Les valeurs de x” et ©” se deduisent trop simplement de la connaissance 


de z'. pour quwil soit necessaire de nous v arreter. 
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Pour completer la demonstration de notre theoreme. il nous reste ä 
3 
prouver que le facteur 1— yp’.M ne peut dans aucun cas eire congru A zero. 
En effet, en supposant 
1— yp.M = 0 (mod. u), 


il en resultera: 
1 


M —— (mod. u). 
Cette valeur de M, mise dans la congruence (4.), donne 
N = 0 (mod. u); 
on aura donc en vertu de la congruence (1.): 


6) = (mod. 1) 


D’un autre cöte le lemme du ($. 19.) donne 
+ = —p (mod. u), 


et de ces deux congruences on lire: 


= g (mod. u): 
congruence absurde, puisque le 1" membre est irrationnel, tandis que le second 
ne l’est pas. 
$. 22. 

On pourrait craindre que la valeur de x’, donnee par la congruence (5.) 
du paragraphe precedent, ne devint illusoire, en ce que pour certaines valeurs 
de » et y son denominateur deviendrait congru a zero. Or il est facile de 
demontrer que si y n’est pas congru ä zero, il n’est pas possible que l’on ait: 

2/pP.M—1 = 0 (mod. u). 


En effet, on deduit de cette congruence 


= (mod. u); 


2yp’ 
cette valeur de M mise dans la congruence (4.), donne 
= (mod. 1); 
2yp’ 


on aura donc en vertu de la congruence (1.): 


m 1 
49 + = y-3) (mod. u). 
p 
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Getie congruence, combinee avec la suivante: 


= —p (mod. u), 
donne 


ftp) = (mod. u). 
Comme par hypothese y n’est pas congru a zero, on a: 


= (mod. u): 
congruence absurde. 


$. 23. 
Voici encore un theoreme analogue au Iheoreme precedent, et qu’on pourrait 
lui substituer pour la determination des racines dans la congruence proposee, 
dans le cas partieulier qui nous occupe. 


Theoreme XIM. 8% le nombre premier u=6bn—1 est ega- 
lement de la forme 18m+5. et si la congruence proposee 
2’ = 0 (mod. u), 
dans laquelle p et y sont tels que (on a: 
HP)” = —1 (mod. u), 


admet trois racines rationnelles: ces racines seront donnees par 
les formules 


AM"+pyp? 
= _ (mod. u); 
Yp 
M' representant la partie rationnelle que Von obtient en developpant 
lexpression 


2m+1 
)] 


[-9 
par la formule du binöme. 


Si nous remarquons qu’en vertu de l’egalite 6n —1=1Sm-5 on a: 
2n = 6bm-+2, 
on pourra @crire la congruence 
= —p (mod. 


| 

157° 
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sous la forme 
Extrayant la racine troisieme des deux membres, et posant, pour abreger: 


nous aurons l’une des congruences 


(«.) M-+NYg-4p) = — (—4--4y-3) (mod. u). 


Quelle que ce soit de ces congruences qui soit salisfaite, on en deduira. en 
changeant le signe des radicaux: 


(b.) = (4473) (mod. u), 


En additionnant celle des congruences («.) qui est satisfaite, avec la congruence 
3 
(b.) correspondante, le second membre ne sera autre chose que —yp, multiplie 


par l’une des racines de la congruence proposee; en designant celte racine 
par x’, nous aurons: 


2NM = — Yp.a’ (mod. u), 
et par consequent 
q | 
x = — —— (mod. u). 
Yp 
On deduit aisement de la les valeurs de x” et x”. 
$. 24. 


Theoreme. XIV. $8i u est un nombre premier de la forme 
1Sm-5,et sip et g sont deux nombres tels que lon ait: 


1 (mod. u), 
M,p’ (mod. u), 
M, representant la partie rationnelle du developpement de lex- 
pression [-4-+y(Q-+p’)]", en designant par M et M!' les parties 
rationnelles des developpements des expressions 
et + nous aurons la congruence 


d) M= (mod. u). 


vp(Yp—?2pM) 
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Ce theoreme serait @vident si l’on admeltait que les trois valeurs de 
donnees dans le paragraphe pröcedent, soient respeclivement &gales 
aux trois valeurs et obtenues dans le ($.22.); car en egalant les 
valeurs de x’, on obtiendrait la congruence (1.); notre theoreme aura donc 
l’avantage d’etablir celte concordance. 


S: nous considerons les congruences 
—p (mod. 1), 
= (mod. u), 
= (mod. u), 


el si nous remarquons que: 


6m-+?2 


— N: = —— (mod. u), 


— p"t= — (mod. u), 


nous obliendrons: 
IM" N MN = —p (mod. u): 
congruence qu’on peut decomposer dans les deux suivantes: 
M"M-- N" MN = —p (mod. u), 
M"N+N”N = 0 (mod. u). 


De ces deux congruences on lire: 


(2.) — M (mod. u), 

et mettant dans la congruence 
= 0 (mod. u) 
pour sa valeur — on obtient: 
vr 

(4.) AM” M'—py = 0 (mod.); 
eliminant M” entre ces deux congruences (2. et 3.). on obtient la con- 
gruence (1.). 

Geneve, Octobre 1852. 
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24. 


Note sur les series deeroissantes dont les termes 
sont alternativement positifs et negatıfs. 


(Par Mr. Oltramare, prof. des math. super. a l’acad. des sciences de Geneve.) 


1. 

Bien que les series decroissantes dont les termes sont alternativemen! 
positifs et negatifs, soient convergentes, il arrive cependant quelquefois que la 
convergence est si faible que ces series ne sauraient etre employces pour 
determiner les valeurs approximatives des quantites qu’elles representent. 


Notre but, dans cette note, est d’exposer un procede fort simple, au 
moyen duquel on peut transformer ces sorles de series en d’autres, d’autant 
plus convergentes que les suites proposdes le sont moins. 


2. 


Considerons, pour cela, la serie generale 
1) 
dans laquelle nous supposerons 
etc. 
En designant par A et « deux quantites quelconques, faisons: 


(«.) a — /a — ub, b’ — UC, e Je — ud, eic., 
(c.) d"— — — — uc", ul”, 


4, 

| 
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Cela pose, concevons qu’on ait calcul& la table suivante: 


Rang, Termes auxiliaires, 1" terme, 2terme, 3'me terme, terme etc. 

+ + etc. 

1 0 a b c d etc. 

2 z a’ b' d' etc. 

3 ra? a a b c d etc. 

4 arms a a b C d etc. 


dont le mode de formation des differents termes est extrömement simple. 


1° Le premier rang horizontal contient, suivant leur ordre, les diffe- 
renis termes de la serie proposee (1.); abstraction faite de leurs signes qui 
figurent dans la ligne superieure. 


2° Le terme que nous avons designe sous le nom de Zerme auzxiliarre 
dans chaque rang, S’obtient en multipliant par « le premier terme du rang 
precedent, et en divisant le produit oblenu par eleve une puissance 
egale au rang du terme que on veut former, diminue d’une unite. 


3° Enfin, chacun des autres termes de la table se forme au moyen du 
terme immediatement au dessus, et de celui qui le suit dans le rang qui 
precede; au moyen des relations (a, b, ... m). 


$. 3. 


En substituant dans la formule (1.) pour a, b, e, etc. leurs valeurs 
deduites des relations (@.). nous trouverons la nouvelle serie 


1 


En mettant dans cette formule pour «', b’', c', etc. leurs valeurs deduites des 
relations (d.), nous aurons 


or = 
a 
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On trouvera de meme a l’aide des relations (e.): 


4) 9= | (a ...); 


el generalement,. on pourra former une mullitude de series dont la somme 
est egale a S, en prenant S egal a la somme d’autant de termes auxiliaires 
qu’on voudra, ä la suite desquels on &erira la suite infinie des termes hori- 
zontaux qui suivent le terme auxiliaire auquel on s’est arrät@, avec leurs 
signes respeclils. C’est ainsi qu’on pourra eerire: 


(m—?) 
1 m— m— m— 


En ne considerant de cette serie que les termes auxiliaires,. dont le nombre 
peut suppose prolonge a l’infini, on obtient: 


$. 4. 


En supposant celle serie convergente, et en y substituant pour «', 
a", a”, etc. leurs valeurs donnees par les relations (a, b, c ete.), on obtient: 


On trouvera de m@me au moyen de cette relation: 


I a )» 


et de meme: 


S — ua—b- 


et ainsi de suite, 


5. 


En disposant convenablement des valeurs des quantites indeterminees 
4 el u, on pourra obtenir pour la transformee en termes auxiliaires (A.), une 
serie fort convergenle; el lorsque la loi de ses termes sera facile a saisir, 
celle nouvelle serie pourra elre subsliluce ä la serie proposce (1.) et donne 


la valeur de S avec un grand degre d’approximalion. 
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En supposant 4, les relations (a, ec, etc. ın) donnent: 
a —d —=!b, b —b e —c elc 
— a" —= 1b", etc. 


par consequent: 

etc. 


Dans ceite hypothese la serie (.4.) peut etre ecrite: 
(A) 
Si par exemple nous considerons la serie 
1 


nous aurons pour sa transformee en termes auxiliaires (A’.) la serie suivante: 
1.2.0? .2.3.0° 
bb) S— @ 1.2.3. 


2n | An(n-+e) (n + a)(n+2a)(n+3e) 
dont la loi de formation des termes est evidente el dont il est facile de deter- 
miner la convergence en faisant le rapport d’un terme a celui qui le precede. 


Geneve, le 10 Decembre 1852. 
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29. 


Methodus nova aequationem indeterminatam secundi 
gradus duas incognitas implicantem per numeros 
integros solvendi. 


Dissertatio inauguralis. 


(Auct. Herm. Schef}ler, Brunsvicensis.) 


Art 1. 


S olutio aequationis generalis indeterminatae secundi gradus duas in- 
cognitas implicantis 
(1) = 0 
per numeros integros ad solutionem aequationis simplicioris 
(2) —k, 
cujus co6fficientes a, 5, c, k sunt integri, redueitur. Nexum aequationum (1 
et 2) omittentes, disquisitionem praesentem ad aeg. (2) restringimus. 


Hanc aequationem (2) illustrissimus Lagrange primus resolvit (conf. 
additamenta Lagrangiana ad Kuleri Algebram, in linguam Germanicam trans- 
lata a Kuussler, 1796). Quamquam completa, ei maxima laude digna, me- 
thodus Lagrangiana non omni respectu est perfecta: etenim non unica regula 
generalis pro diversis problematis casibus, immo vero regula peculiaris pro 
quoque trium casuum est data, quando determinans b’ — ac formae binariae 
ax’ —-2bxcy--cy” est, aut numerus posilivus non-quadralus, aut numerus ne- 
gativus, aut numerus posilivus quadratus; praeterea calculus pro casu difficiliore, 
ubi determinans est numerus positivus non-quadratus et multitudo solutionum 
infinita, prolixior est, elegantia caret et facultatis omnes incognitarum valores 
inter limites datos jacentes facile inveniendos non satis habet. 


Clarissimus Legendre in libro „Essais sur la theorie des nombres, 1799” 
methodum Lagrangianam secutus est. 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLV. Heft 4. 45 
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Prineipiis omnino diversis celeberrimus G@auss in opere classico „Dis- 
quisiliones arilhmelicae, 1801” rem tractavit. Methodus aequationem propositam 
solvendi a viro ingeniosissimo exposita omnes casus, nisi determinans )’— ac —0, 
sub regula communi ampleetitur et ob rigorem ac generalitatem summis scienliae 
postulationibus plene satisfacil. Quae quum vero in formarum binariarum 
Iheoriam, partem Arithmelicae Sublimioris, innitatur, ideoque studium disciplinae 
subsidiariae latae et algoriihmum copiosum requirat, pro usu vnlgari methodus 
elementaris expedila adhuc est desideranda. 

Fracliones conlinuae, jam a J,agrange saepius adhibitae, hunec ad finem 
aplissimae sunt. Barum auxilio ad melhodum perveni, quae aequalionis pro- 
posilae soluliones pro quovis determinanlis valore complete atque bono ordine, 
nihilo secius caleulo simplieissimo suppeditat. Hanc methodum omni genera- 
litate ac rigore hic tradere brevilas non permittit. Expositionem integram 
commenlationi majori de Analysi Indeterminata *) reservans, in sequentibus 
ad eum solum casum respieiam, ubi delerminans est numerus positivus non- 
quadratus. Quae restriciio eo magis licebit, cum casus designatus, infinita 
solutionum mullitudine praeditus, omnium diffieillimus sit, et reliquorum quisque 
secundum regulam specialem multo simplieiorem et jam diu nolam resolvi possit. 
Praeterae angustum hujus opusculi spalium methodum novam potius deseribere. 
quam rigorose demonstrare me compellit. 


Designemus [raclionem continnam 1 


ubi quotienles @,, @,, & ... numeri inlegri posilivi vel negalivi (cifra non 
exclusa) brevitates causa per [@,, 4. @ ...], totius fraclionis vealorem re- 


Iuctum per K—, generaliterque frachi inguantem ali 

duetum per 7, generaliterque [raclionem approquinguanlem aliquam, 

primos n2-- 1 quotientes ab indice O usque ad indicem % implicanlem, per 
M, 


(I: 


Ali 
Fractionum appropinquanlium successivarum numeralores ac denomi- 


natores M,, N, secundum formulam recursoriam 


(4) N,=aN,.+N,- 


*) Quae sumtibus librariae aulicae Helwingianae, Hannoverae, mox promulgabitur. 


Al, 
a,-+-1 
elc. 
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facillime sunt caleulandi schemate hoc: 


n d, M, N, 
M_,— 0 
—1 M_,= 
0 M, = «,M_,+ M_: N=4A_+N_, 
1 a, M, = M_ N 
2 M, — «,M,--M, N, --N, 
n a, M,—= a,M,_,+ M,_: N, 
ex. gr. pro K = [2, 3, 1. —5, 0, 6] 
n da, M, N 
—2 0 1 
—1 1 0 
0 2 2 1 
1 3 7 3 
2 1 I 4 
3 —5 —38 — 17 
4 0 9 4 
6 16 T. 


Bini numeri M,, N 
valebit haeec: 


„ Inler se semper erunt primi. semperque relatio 


5) — = 
Annotamus, loco valoris 1 etiam valorem —1 pro M_, et N_, aceipi 
posse, quo facto omnium quanlilatum M, N signa in opposila commutantur. 


Fracliones elsı appropinquantes dieuntur, non semper seriem con- 


M 
vergenlem, scilicel seriem terminorum conlinuo ad ultimae fractionis — valorem 


N 
propius accedentium, eonstituunt. Ut hac proprielate fruantur, quotientes certis 
conditionibus satisfacere debent. Convergentia sine dubio existet, si post 
aliquem indieem omnes quotienles signum positivum conservant et cifram non 


continent. 
Si fraclionem vulgarem 7, posilivam vel negalivam, secundum regulam 


usitatam in fractionem continuam ita convertimus, ul per singulas divisiones 
integros Maximos Ay, Sicut per primam M: integrum maximum «, 


infra N situm, secernamus (seriei ... —2 —10 12... terminum quemque 


45 * 
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praecedente majorem accipientes), omnes quotientes erunt positivi alque — 1, 
excepto primo 4,, qui etiam aequalis cifrae vel negativus esse poterit. Nihil 
ceterum impedit, quominus arbitrarios quotientes nonnullos inseramus, hoc modo 
evolutionem in indefinitum extendamus, denique autem, ut calculus finem attingat, 


ad strietam inlegrorum maximorum legem redeamus. Exemplum conversionis 


fraclionis —— praecedentia illustrabit. Secundum regulam vulgarem habemus : 


unde — [—1,2, 1,2] 
3|8|2 n M N, 
6 0 1 
1 0 
1|2]2 1 2 
2 2 3 


Si vero pro quotientibus a,, a, valores arbitrarios 3, O resp. assumimus, 
tumque demum regulam priorem adhibemus, fit: 


unde — [3, 0,— 4, 2,1, 2] 
—29|8]0 n a, 
0 —2 
—1 1 0 

Zn 0 3 3 1 
1 0 

6 1 

2]|3]1 3 2 

2 4 20 3 

1]|2]|2 5 —5 8. 


2 
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Simili modo expressio irrationalis R=17 in fraclionem conlınuam 


infinitam [@,, @,, a, ...] quotientibus aut maximis aut arbitrariis evolvi potest. 
Supponendo, esse 

D, quem determinantem expressionis K appellabimus, numerum in- 
tegrum positivum non-quadratum; 

P, et Q, numeros integros quoslibet positivos vel negalivos; 


D-—P} numerum per divisibilem, sive — ()_, numerum 
2 
integrum (quod semper eveniet subslituendo, si necesse est, du nn pro 
0 


denique 

radicem yD quantitatem positivam (quod si non locum haberet, signis 
mutandis facile efficeretur): 

Algorithmus sequens orilur: 


D—P: 
vD+P, 1 
= 4, + ubi P, = P, et 
1 
0, = 0, 
vD+P, 1 P 
generaliter 
vYD+P, 1 
—P.-ı 
D—P: 
8 ‚= Be 
0 0,_, 


Si quisque quoliens @, non arbitrario, sed ila assumitur, ut integrum 
maximum infra x, situm repraesentet, leges sequentes habemus: Omnes quo- 
tientes, excepto fortasse primo @,, erunt positivi — 1, unde convergentia 
fractionis continuae sequitur; in seriebus infinitis numerorum a, P, Q periodus 
communis oceurret, qua altacla caleuli ulterioris negolium cessal; omnes quan- 
titates periodicae erunt posilivae atque illae «<2yD, illae P<yD, illae 
0<.2yD; terni numeri P,, Q,, Q,_ı per formulam (8.) ila connecluntur, 
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ut valores determinati ipsorum P,, Q, valorem determinatum ipsius Q,_, ne- 
cessario postulent (idque eliam, si quotientes arbitarii sunt); unde patet, nu- 
meros () praeler periodum communem, periodum specialem eadem quidem ter- 


minorum multitudine, attamen uno indice prius incipientem constituluros esse. 
Ecce exemplum. 


Pro k— 2 habemus Q_,==7 et evolutlionem hanc: 
/37 +4 
) 
I, = 7 —1 
v3T+3 1 0 3 
1 4 7 1 
99245 PT 2 3 4 2 
5 3 3 
v3T+4 4 4 7 1 
= 7 _ 
> 3 4 2 
etc. 5 2 3 
elc. 


Quanlitates (—1)"@,, quae magni momenli sunt, manifesto periodos 
eadem aut duplice longiludine quam quantitates Q, formant, prout multitudo 
terminorum periodi quantilatum Q, est par aut impar. In casu posteriore series 
illarum (—1)"Q, omnes valores periodicos illarum @, cum signo positivo 
simulque cum signo negativo continet; in casu priore contra series illarum 
(— 1)" Q, dimidium valorum periodicorum illarum @, alterum cum signo posi- 
tivo. alterum cum signo negativo implicat. 


Quando pro pluribus quolientibus valores arbitrarii introducuntur, dein 
autem lex integrorum maximorum perpetuo applicatur, quantitatum a,, P,, Q,, 
(—1)"@, periodi tandem prodeunles, prioribus exacte congruent. Ex periodi 
ipsarum (— 1)” Q, constantia sequitur, initialem periodi ipsarum Q, indicem semper 
fore parem aut semper imparem, qualescunque sint quotientes primam periodum 
antegredientes, si quidem numerus terminorum hujus periodi par est. (In casu 
contrario. ubi numerus terminorum periodi ipsarum (Q, @mpar est, initialis ille 
index semper ad libitum par vel impar accipi potest, prout primae periodi quan- 
litates pro periodieis admittuntur, an non.) Ponendo in exemplo praecedente quo- 
lientem «, arbitrario —= 5. tumque applicando vulgarem evolutionis legem evadit: 


Wr 
’ 
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1 | quare K=[5, —1,1,3,3,3,1,2,3,1,2,3...] 


2, = — 
— 108 8 
v37+89 
37-16 04 1 
4 7 4 
4 3 3 
3 7 3 4 2 
(hoe loco calculum priori \8 5 3 
congruum fieri apparet). etc. 
Art. 4. 


> 
Inter quantitates P, et fracliones appropiuquanles !lius K hae 


relationes existunt: 

quarum posterior maximi momenli est, cum aequalioni propositae (2) stalim 

assimulari possit. 

Supponendo, quantitates Q,, (—1)"@, in (10) valores 
determinatos ipsarum a, —b, —c, k ex aeq. (2) et quantilates M,_,. N,_, 
valores incognitarum x, y habere, proposilio sequens valet: Si series nume- 
rorum (—1)’Q,, ex aliqua expressionis A evolutione prodiens, valorem 
conlinet, manifesto duo numeri M,_,, N,_, inter se primi dantur, qui aequa- 
tioni (10) satisfaciant; et vice versa, si duo numeri M,_,. N,_, inter se 
primi aequalioni (10) salisfacientes dantur, valor 4 per quandam illius A evo- 
lutionem inter quantitates (—1)"Q, reproduei polerit. 


Sint et duae expressiones ejusdem deter- 


“0 


minantis D, ad quas perlineant evoluliones vulgares hae: 


£ 

. 
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adÄK ad 
n a, n u, 
—1 —1 
0 P, 0, 0 0, 
1 P, a, 1 P, a, 
r—1 Q,_ı d,_ı s—1 


Si periodi illarum A, K’ identicae sunt, pro indieibus quibusdam r, s 

aequationes 
(11) 0=0, 

existent. et vice versa. Hac conditione expleta, ambae illae evolutiones toli 
modo combinari possunt, ut ab illius A evolutione termini tantum super lineam 
1° siti, retineantur, deinde loco quotientis «, valor O ponatur, tum vero 
pro ceteris quantitatibus desecatis termini illius A’ super lineam Botaraı 
siti, serie tamen retrograda et signis illorum « et P’ conversis, substituantur. 
Quo facto, nova illius Ä evolutio nascitur haec: 


n 4, 

0 P, 

1 P, a 


r—1 d,_ı 


r 0 
r+1 —P:! 
r+2 —P,\_ 
n—2 —P; 0! 
n—1 —P: 0, 
r+s=n —Pı 4 


Conjunctio ista, quam combinationem illarum K, K’ vocabimus et 
accuratius per formulam 


(12) comb. K'(s) 


. 
| 
. . 
. 
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denotabimus, indicee a—=r--s ob eam causam interrupimus, ul quanlilas 
in ultimo seriei termino appareat. Cum quoliens penultimus @,_, = — a Sit, 
valores pro M,_,, N,_, ex hac evolutione oriundos, a primo illius A’ quo- 
tiente « non pendere, perspicitur. Simulque patet, quantitatem (—1)"@, 
aequalem -—- Q,, aut aequalem — (@, fore, quatenus a—r-; s est par, aut impar. 
Quando igitur periodus imparem terminorum multitudinem comprehendil, com- 
binatio illius A et A’, indieibus r, s rite selectis, semper ita fieri potest, ut 
(—1)" Q, tum valorem tum valorem — accipiat; quando autem multi- 
tudo illa par est, (—1)” unicum tantum valorum + — assumere potest. 


Combinando ex. gr. evolutiones 


37 —4 | 37-+89 

3 
n a, n P' « 

—1 7 —1 — 108 
0 —4 3 0 0 sg 73 1 
1 4 7 1 1 —16 —d3 3 
2 3 4 2 2 7 4 3 
3 3 3 3 3 3 
4 7 1 4 4 7 1 
3 4 2 3 4 2 
6 I 3 3 6 > 3 3 
eic. etc. 


quarum periodi identicae e ternis terminis compositae sunt, naneiseimur: 


pro K (3) comb. A’ (3) pro K (1) comb. AK’ (4) 
n P, 0, a, n P, VO, a, 
—1 7 | 7 
—4 3 —4 3 0 
3 3 0 3.—5 —3 
—5 4. —3 
93-3 16 73 
6 16 73 


In combinatione anteriore est (—1) Q, = 73 — + in posteriore 
Crelle’s Journal f. d. M. Bd. XLV. Heft 4, 46 
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Art. 6. 

Duae evolutiones A et K’ periodis identicis alfectae ob infinitam earum 
exienlionem modis infinite diversis combinari possunt, attribuendo indieibus 
r, s valores varios periodi longitudine inter se distantes, scilicet valores hos: 

] 
pro r valores vr, r- m, r-- 2m, 
pro s valores s, s-- 2m, s--Im 
ubi »= terminorum periodicorum numerum designat. 


Gravissimum est, inter has combinaliones eas eruere. quae diversos 


M.- 
fraclionum appropinquantium N - valores proferunt. Huc per lemma sequens 
n—1 


pervenimus. 


Si seriem quolientum fraclionis conlinuae cujuscunque 


per seriem —4#,_,, . . . propagamus, fracliones appropinquanles 
K,_. K,_, ... paulatim se reproducent, sieut tabula docet haeec: 

n a, N, 

n—2 

n—1 M,.-ı N. 

n 0 M,_, 

n--1 

elc. 


Generaliter itaque est 


Porro patet. loco quotientis O in fractione continua ubieunque oceur- 
rentis series quaelibet hujusmodi: 


intercalari posse, nullo mutato fractionis valore. Nam prout quotienti postremo 
succedit, aut quotiens unicus aul series modo scripta, fractiones ap- 


proximantes ulteriores ita nascuntur: 
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aut Ita: | aut ita: 
M, N N, 1 

0 M, N, | b } M, N, 
| 
0 m—? N, +m—) 
| M, +m—)3 N, 
| 
| —b, 


unde intelligitur, fractiones appropinquantes, ei ullimas, el penultimas. in ambobus 
casibus easdem valores respeclive assumere. Si itaque fractio continua pro- 
posita per quolientem «,_, non terminalur, pro fractionibus appropinquantibus 
inferioribus omnino aeque valebit, utrum inter illum quotientem «, , et proxi- 
mum «4, valor O0, an series supra scripta interponalur. 

Hinc colligimus, angustiorem combinationis (12) significalionem ad 
ultimae fraetionis approximantis valorem contrahentes, esse: 

(14) Ker)comb.K’/s, = K{r-- comb. R'(s -vm). 

multitundinem lerminorum periodi et numerum quemeunque inlegrum po- 
sitivum vel negativum denotante, dummodo indices r--vm el s- em intra 


periodos permaneant. 

Aceipiendo igitur ex periodis illarum A, A’ omnino arbitrario electis 
duos indices 7, conditioni (11) respondentes. cunclae combinaliones diversae 
repraesentantur per duas series sequentes: 

(15) Kir), (r+m), (r-+2m) ... comb. K'(s) 
(16) Kir) comb. K'(s), (s+ m). (s--2m) ..... 
quarum initiales tanlum combinationes inter se aequales sunt. 

Si postuletur, valorem quantitatis (—1)"Q, e quavis combinalione pro- 
deuntis non — — sed ubique — esse, numerus semper erit par. 
amplectens, quando periodus parem terminorum multitudinem conlinet,. unam 


solam periodum. quando vero periodus imparem terminorum multitudinem com- 


prehendit. binas periodos. Praelerea indices r et s ila eligendi sunt, ut 


r- sn sit numerus par. 
In exemplo art. praec., ubi periodus 3 terminos conlinel, habemus. ut 
semper Q, = sit, m—=6. Tum sumendo s=3, 
46 * 
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combinationes diversae inveniuntur per formulas 
K 08). (9), (15), (21) ... comb. K’ (3) 
K (3) comb. K’ (3), (9), (15), (21) ...., 
sive. sumendo r—1, s=1, per formulas 
K (1). (X), (13). (19) ... comb. K’ (7) 
K (1) comb. K’ (7), (13), (19), (25) .-. 


Art. 7. 
Agitur nunc de serierum (15 et 16) valoribus calculandis. Indagatio 
idonea ostendit, ambarum serierum terminos simul per unicam formulam recur- 


soriam exhiberi posse. 
Namque denotando per 
bis periodum quotientum expressionis A vel A’, indici r vel s 
proxime succedentem; per 


fraclionem continuam ex illis quotienlibus compositam, cujus fraclio ap- 
propinquans ultima et penullima est resp. 


per 
19) A= 

summam ex numeratore fractionis appropinquantis ultimae et denominatore 

penultimae prodeuntem; denique per 


(20) (21) 

= — K(r) comb. K'(s) = — K(r).comb. K'(s) 

N N 

Mm 

= — K(r-+m) comb. K'(s) = — K(r) comb. K'(s-- m) 
N N 

| 

= K(r 42m) comb. K'(s) — —= K(r) comb. K'(s-+-2ın) 
N N 
= — K(r--nm) comb. K'/s) — K(r) comb. K'(s-- nm) 
N 


serierum (15), (16) terminos successivos: 
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formula gravissima invenitur haec: 


n—? 


(22) M— 


sive aequivalens: 
n+1 


n 
(3) M= 
Formula (22) sive (23), in qua pro n numerus quieunque posilivus 
vel negalivus admitli potest, omnes numerafores valorum ambarum serierum 


(20 et 21) compleeclitur. 


Commutando litteram M cum N, ex eadem formula denominatores 
correspondentes prodeunt. 


Pro usu praesente m semper valorem parem habebit, ideoque eril 


n n—1 n—? 


sive 
n n+1 n+?2 


25) 


Ad omnes serierum (20, 21) terminos investigandos, suffieit. praeter 
0 1 


1 
h quantitates M, N et M, N ex duabus primis seriei (20) combinationibus 
determinare, tumque reliquas quantitates quaesitas 


seriei (20) seriei (21) 
per formulas: per formulas: 
2 1 0 — 0 1 

M—ıM-M M— 
3 2 1 _ —1 7) 

M— 
+ 3 2 —? 
kM-—-M M ıM-M 
elc. a7 

eic. 


calculare. Principium, quod his seriebus inest, congruit eo, quo secundum 
formulam (4) numeratores ac denominatores valorum approximanlium fractionum 
continuarum formantur, dummodo additiones in subtractiones convertanlur, va- 


0 0 1 1 
lores M, N, M, N pro datis serierum terminis aceipiantur et omnes quo- 
tientes = % ponantur. Hoc modo ambae illae series ad unicam, ab ntroque 
latere in infinitum procurrentem, conjungi et sub schemate sequente caleulari 


possunl 


24) M—= 
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M— N— ıAN-N 
—1 0 —/ 0 1 
M N 
M N 
2 1 0 2 0 
hM— 
2 2 
M— AM—_M 
Pro exemplo art. 6 habemus: 
K (3) comb. A’ (3) | K (9) comb. K’ (3) 
n d, N n M N, 
0 1 | 0 1 
1 1 0 —1 1 0 
1 l | 1 1 
2 2 2 3 | 2 2 2 3 
3 0 l 1 | 3 3 T 10 
4 | 4 1 1: 
4 l | 2 25 36 
| | 6 
itaque | 7 1 109 157 
| 4 | | S 2 m 435 
| 
| 9 01409 157 
| 
| 11 —) 184 265 
| itaque 


n b, M, %, 

0 1 

—1 1 0 

0 | 1 1 

1 2 3 2 

2 3 10 7 

3 13 

4 2 36 25 

n—1 = 5 3 121 S4 


. . 
| 
[1.2,3,1,2, | 
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M,„_, = 121, = 25, unde 


Harum quantitatum auxilio valores illarum M, N naneisecimur per cal- 
eulum facillimum hune: 


n n 


n h M N 
— 146 58396 — 17375 
—f 146 400 — 119 
0 4 1 
1 184 265 
2 146 26860 38689 


3 146 3921376 648329 


Alios valores, quam eos in hacce serie pro M, N contentos. nulla 


combinalio expressionum et AK’ — producere polest, si 
quidem ultima quanlilas illarum (—1)”"@, in quavis combinalione — - 
i.e. —73 esse debet. 
Art. 8. 
Superesl, ul quantilatis P, mentionem faciamus. Numeris D et @\ in 
! 
expressione K' — valores datos tribuendo, scilicet numero valorem 


determinantis expressionis A, numeroque @, valorem quendam ex serie quanli- 
tatum (—1)"@, illius A, numerus P/ pro incognito relinquitur. Itaque refert. 
omnes valores inquirere, quibus pro subslitulis expressio AK’ combinationes 
diversas cum illa coöat. 


Quum combinatio (12) nulla ratione a primo illius A’ quoliente «) 
pendeal, perspieuum est, ponendo = v hineque 


—YD+P, , 


| 
P' | . . | 1 
pro eos solos numeros, posilivos el negalivos, qui absolute @, sint. 
D-P 
considerandos esse. Quoniam autem numerum Inlegrum esse 
= 0 


oporiet, invesligatio ad valores posilivos illius P/ non majores quam 
qui expressionem D— per divisibilem reddant, reducitur. Substituendo 


» 
121-425 146. 
r 
n n 
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itaque in D— Pi pro P) numeros 
0, 1,2,3...3@ si par est, aut 
0, 1,2. 3... 4/0, —1) si Qu impar est, 


lacili negotio valores quaesiti cognosei possunt. Quisque eorum, tum positive, 
tum negalive acceplus, loco P/\, in expressionem A’ introducendus est. Si 
pro pari ıllius valore numerus 4 ipse inter valores quaesitos illius Pi 
oceurral, — 4 et — non diversas combinationes adducent, potius pro 


unico illius P/ valore aestimandi erunt. 


Exemplum. Sit D=94, 0, 102. Quum Q, par et 40, —=51, 


numeri 


94 —0, —2% ... 51? 


= 94, 93, 90 ... — 2507 
examinandi sunt. Inter hos numeri soli 94 — 14° —= — 102 —= —1.102 et 
94 — 20° — — 306 = — 3.102 per 102 divisibiles inveniuntur. Quare valores 


quaesiti pro P’ sunt 14, 20, —14, — 20. 


Quamvis simplieissimus hie caleulus ad illius P) valores explorandos 
sit, commodior tamen melhodus ex consideratione sequente colligitur. 

Conditio 
D—P': 


26) 


= numero integro 
aequivalet huie: | 
(27.) = Pi’ = numero quadrato, 
ubi © numerum integrum quemeunque designat et pro yositiwus valor illius 
semper assumi potest. Denotand D 
semper assumi potest. enotando per v, maxtmum integrum infra 
0 
situm (qui semper erit posilivus aut aequalis cifrae) et per ©, minimum in- 
) 
legrum resp. supra Di aut supra ; „ prout @) est par 


aut impar, silum (qui pro tempore posilivus vel negativus vel aequalis cifrae 
esse polest) solum opus est, valorem illius » in aeq. (27) inter limites v, et 
variare. OQuamobrem loco illius valores successivos 


in expressionem D—v@, subslituimus et ex serie hoc modo prodeunte eos 


terminos eligimus, qui numeros quadratos P/’ repraesentent. Haec regula multo 
expedilior est praecedente. quum, termino primo D-—v,0, calculato, singuli 


U 
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termini posteriores usque ad ullimum addendo quantitatem ad 
priores facili negotio reperiantur. Insuper horum terminorum multitudo &,—v, 
nunquam valorem }(, egredi potest; ex quo intelligitur, multitudinem nume- 
rorum nunc caleulandorum demidio minorem esse, quam anlea. 


v D—-vO, In exemplo praecedente habemus 
u = 0 94 D=94, 0, = 102, ergo 
—1 196 = 14’ A D 94 
40, = 51, porro et 
02 IR 102 
97 
—24. 
—23 2440 
—24 2542 


Hine concluditur, tantummodo v,— v, — 24 numeros per additiones 
simplices formandos esse, quo contra caleulus prior 51 numeros postulavit. 
Ceterum resultant hic pro P) valores jam antea inventi +14 et +20. 


Art.9. 
Methodus solvendi quaesita. 


Ex praecedentibus methodum sequentem ad aequationem (2) solvendam 


derivamus. 
Hac aequatione in formam 
(283) — k 
posita, statuimus 
29) P=b 


itaque 


+ac)+b 
80) D=b4a, 


et expressionem K in fractionem continuam evolvimus. 


Nune valores z, y ?nter se primi ab iis, qui divisorem communem 
habent, distinguendi sunt. 


Ad priores inveniendos accipimus 


3) 
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et ponenles 
2) Ko 


pro P) omnes valores absolute non majores quam 4%, qui expressionem 
Pi per divisibilem reddant, secundum art. 8 investigamus. 

Si tales valores non dareniur, resolutio per numeros inter se primos 
impossibilis foret. Si vero dantur, pro singulis expressionem K’ in fraclionem 
conlinuam converlimus, examinantes, utrum periodus alicujus A’ periodo illius 
K congruat, et quidem tali modo, ut summa r—+s duorum terminorum cor- 
respondentium 7, s valorem parem habeat. 

Si nulla evolutio A’ huie conditioni satisfaceret, solutiones expectatae 
abessent. Sin autem nonnullae hujusmodi adsunt, quaeque earum infinitam so- 
lutionum quaesitarum seriem producet, ad quam constituendam combinationes 
illius A cum A’ secundum regulam art. 7 uno tenore perficiendae sunt. 

Hoc modo solutiones quaesitae sub forma 

33) y 
reperiunlur. 

Omnes valores ita pro x, y invenli eliam cum signis oppositis aequa- 
tioni propositae respondent. 

Quod altinel ad soluliones x, y divesorem communem aliquem d ha- 
bentes, ut existere possint, aequationis propositae membrum constans k mani- 
festo factorem quadratum d’ involvere debet. 

Numero igilur A successive a quoque factorum suorum quadratorum d’ 
liberato, aequationes singulas 


(34) ar" —2buy'—cy” 


secundum praecepta antecedentia pro x’, y’ solvimus, denique ponentes 
(5) 
Art. 10. 
Exemplum. 
Proposita sit aequatio 
72° —1S2y--10y’ = 7 
ut resolvatur. Hice et ,=a=1, P,=b=9, Q_L,=c= -—10, unde 


D=9-7(—-10)=11, K= Pro istius evolutione in fractionem 


continuam habetur: 


0 
k 
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n P, 0, d, 
—1 — 10 
0 I) 7 1 
1 1 1 
2 3 2 3 
+ 3 1 6 
4 3 2 3 
etc. 


Quum porro 0, —=k—7 sit, e numeri P/, absolute non majores quam 
—1)=3, qui expressionem 11— per 7 divisibilem reddant, auquales 


+2 inveniantur, pro A’ duo valores uk el Er considerandi sunt. Prior 
valor evolutionem suppeditat hanc: 
n d), 
1 
0 2 7 0 
1 1 1 
2 3 2 3 
3 1 6 
4 3 2 3 
elc. 
cujus periodus, binos terminos amplectens, cum ea illius A ita congruit, ut 


combinationes 


K (2), (4), (6). 8) ... comb. K' (2), (4), (6), &) ... 


formari possunt. Ad quod effieiendum habemus: 


pro K (2) comb. K’ (2) pro RK (4) comb. K’ (2) 
n a, MN, M, N, 
0 1 —2 0 1 
1 1 0 —1 1 0 
0 1 1 1 0 1 1 1 
1 1 2 1 1 1 2 1 
2 0 1 1 2 3 7 4 
3 —1 1 0 3 6 44 25 
4 0 7 4 
5 —i 37 21 
gqnare M—1., N=1 quare = 37, N—=21 
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Pro quanlitate ex 


R == 6] 
n A, M, 
—2 0 1 
—1 1 0 
0 3 3 1 
m—1 = 1 6 19 6 


valor + — 194120 reperitur. Ejus auxilio primam solu- 
lionum seriem naneiseimur, quae sub schemäte sequente in ambo latera ad 
libitum extendi potest. 


n h y 
—9) 20 — 2707577 — 3334821 
4 20 — 135719 — 167160 
—_ 20 — 6803 — 8379 
—_; 20 — 341 — 420 
—1 20 — 17 — 21 

0 1 0 
1 37 21 
2 20 739 420 
3 20 14743 8379 
1 20 294121 167160 
20 5867677 3334821 
Ad alterum illius A’ valorem perlinet evolutio 
n 4, 
—1 1 
0 7 0 
1 2 1 5) 
2 3 2 3 
(5 3 1 6 
4 3 2 3 


cujus periodus itidem ei illius A aequipollet. Itaque, ad combinationes 


K (2), (9), (6). ... comb. K’ (2), (4). (9), 


perficiendas, habemus: 
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pro AK (2) comb. K'’ (2) | pro K (4) comb. K’ (2) 
n A, M, N, | n d, M, N, 
0 1 | 0 1 
Be 1 0 | —1 1 0 
1 1 2 1 | 1 1 2 
2 0 1 1 2 3 7 4 
3-9 0 —4 3 6 44 25 
4 0 7 4 
—) 9 > 
ergo M— ergo M—9. N=5 


Notabile est, quantitatem A, ex terminis periodicis illius A prodeuntem, 
pro omnibus solutionum seriebus eundem valorem, qui nunce — 20, invariabi- 
liter retinere. Hinc secunda solutionum series sequitur ista: 


h M =r N— y 
—3 20 — 27471 — 33835 
—2 20 — 1377 — 1696 
—1 20 — 69 —85 

0 —3 —4 

1 u 

2 20 183 104 

3 20 3651 2075 

4 20 72837 41396 


Hae solutiones, sicut priores, etiam cum signis oppositis sumi possunt. 
Sed praeter valores illorum x, y hoc modo inventos, alii inter se primi 
.existere nequeunt. Valorem autem mensuram communem implicantes in 
exemplo praesente omnino impossibiles sunt, quoniam membrum constans 7 
nullum factorem quadratum (praeter 1) involvit. 


Brunsvigae,. mense Majo 1852. 


= 

> 
7 

| 

| 


26. 


Über ein Eulersches Integral. 
(Von Herrn Dr. phil. Dedekind zu Braunschweig.) 


D:. von Gaufs und Legendre in die Analysis eingeführten Functionen 
/I und /' stehen bekanntlich in dem Zusammenhange, dafs 7'(«) mit //(a—1) 
identisch ist, so lange @ einen positiven Werth hat; für negative « ist /'(a) 
stets unendlich grofs, während //T{a—1) eine bestimmte Function bleibt und 
nur dann unendlich und unstetig wird, wenn «4 einen der Werthe 0, —1, 
—2 u.s.w. erhält. Die Function 77 wird als unendliches Product, /' als 
bestimmtes Integral definirt. Unstreitig ist die erstere Definition umfassender, 
und gewährt eine tiefere Einsicht in das wahre Wesen dieser Functionen; 
indessen ist es für die Integralrechnung wichtig, ohne Hülfe jener Entwicke- 
lungen in unendliche Producte und Reihen. selbstständig eine Theorie dieser 
Functionen aufzustellen. Dies ist auch in der That nach und nach vollständig 
gelungen, seitdem namentlich Dirichlet (im 15. Bande dieses Journals) das 
berühmte Multiplicationstheorem von @uufs so elegant bewiesen hat. In dieser 
Abhandlung wird auch der Lehrsatz 


angewendel, für welchen sehr verschiedene Beweise von verschiedenen Mathe- 
malikern gegeben sind, die aber fast alle ihren Weg über Entwickelungen 
in unendliche Reihen nehmen. In meiner, Ostern 1852 gedruckten Inaugural- 
Dissertation (Über die Elemente der Theorie der Kulerschen Integrale) sind 
die hauptsächlichsten zusammengestellt; auch habe ich schon dort einen neuen 
Weg hinzugefügt, welcher sich ganz im Gebiete der bestimmten Integrale hält, 
dem ich aber eine vollkommene Strenge nur dadurch zu verleihen vermochte, 


dals ich die Entstehung dieses Integrals aus der Multiplication von //(a—1) 
dlog /I(a) 


und //(—.a). und den Ausdruck für als bekannt voraussetzte. Im 


da 
Folgenden soll nun ein, zwar auf ganz derselben Idee beruhender, aber von 
andern Theorieen ganz unabhängiger Beweis gegeben werden, der nur die all- 
gemeinsten Sätze über die bestimmten Integrale zu Hülfe nimmt. 


.. 
| 
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Zuerst mufs an einen Hülfssatz erinnert werden, der nachher einige 
Male gebraucht wird. Es ist bekanntlich 
aw-+ß) 
log 


J: dw 


wo die Logarithmen hyperbolische sind. Sind nun — un 


posilive Grölsen. 
so folgt hieraus 
dw 7] 


oder, wenn der Logarithme immer nur von dem absoluten Werthe genommen 


wird: 
dw 


und diese Gleichung gilt selbst für den Fall, in welchem BSR ist, wenn 


man den unter die Form $& tretenden Werth nach den Regeln der Diffe- 
renlialrechnung behandelt. 


(Gehen wir nun zu dem eigentlichen Gegenstande über. so ist erstens 
leicht zu sehen, dafs das gegebene Integral 


nur dann einen endlichen, und zwar positiven Werth hat, wenn « ein posiliver 
echter Bruch ist. Zerlegt man nämlich das Integral in zwei andere mit den 


1 

Grenzen 0, 1 und 1. &, und schreibt im Letztern es statt x, so findet man 
A -f d.ı. 


Da nun im ganzen Intervalle der Integration HT zwischen den Grenzen I 


und 4 liegt, so liegt auch A zwischen den Grenzen 


Dieses Integral hat aber nur dann einen endlichen und positiven Werth, 


= ug: vom a ein positiver echter Bruch ist. Dieselbe Bedingung ist 


daher auch für die Endlichkeit des Integrals A nöthig. 


/ 
| 
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Ferner ergiebt sich unmittelbar aus der Gleichung (3.) der Satz 
(4) gla) = y(l—a). 
Differentiirt man diese Gleichung in Bezug auf #, und setzt dann 44, so 
findet man 
5) 
Da ferner, wie leicht zu sehen, g”(4) positiv ist, so erreicht y(a) für «=! 
einen Minimumwerth 


| * 


Bezeichnet ww eine positive Gröfse, so erhält man. wenn man in der 


Gleichung (2.) statt schreibt: 


1 
und wenn man Statt setzt, 
ze 


Multiplieirt man die Gleichung (7.) mit ra integrirt in Bezug auf 


w zwischen den Grenzen O und ©, und bedenkt, dafs zufolge, des Hülfs- 


salzes (1.). 
dw 


log x. 
3 


ist. so erhält man 


Integrirt man jetzt in Bezug auf « zwischen den Grenzen (1— a) und a, so 


w—1 


1—a 


erhält man 


Subtrahirt man die Gleichung (8.) von (7.). so findet man leicht: 
4“ (a dx, 


und wenn man zwischen den Grenzen » = 0 und ı — x integrirt und 


. 
| 
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erwägt. dafs 


ist, so folgt unmittelbar: 


Zufolge der Eigenschaft von 4, dafs A—= (a) — = — a) ist, ergiebt 
sich aber 


Ferner ist 


und so erhält man endlich die Gleichung 


af — 


aus welcher sich durch Division mit A und Differentiation in Bezug auf « 


die folgende ableiten läfst: 


1 ddA 


Da in derselben die unabhängige Variable @ nicht vorkommt, so führe 
man dA __ 4' als neue Variabel ein. Dies giebt 


da 
Ada AA. AdA'— AA. AdA 
AdA AA’ AdA— 4' 


AA= 


oder 
AA.d(A'A)— A'4'.d(AA) 
- (44)? 


und das Integral dieser Gleichung ist offenbar 
1 
AA= Const. + = Const.+ 4 
Um die Constante zu bestimmen, setze man 4—4}, wofür nach Glei- 
chung (5. und 6.) 20 und A=n ist; daraus folgt nn als Werth der 


d(AA) — 


Constante. und 
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Bezeichnet man mit ce eine Constante, so ergiebt sich 


A’ cos(a+e)r 
Um die Constante e zu finden, selze man wieder «— 4, woraus 
1 = cos(4n + en) = —sinen; cosen—0 
und 
cos(a--e)n —= sinarn 


folgt. Man erhält daher 


sinun 


was zu beweisen war. Aufserdem ergeben sich aus diesem Beweise sehr 
leicht noch mehre verwandte Integrale; was ich hier nicht weiter ausführe. 


Braunschweig im September 1852. 


| 


27. 
Aufgaben und Lehrsätze. 


(Vom Herrn Professor J. Steiner zu Berlin. ) 


$. „Sind in einer Ebene zwei begrenzte Gerade AB und UÜD in 
beliebiger fester Lage gegeben, so besteht der Ort desjenigen Puncts, aus: 
welchem dieselben unter gleichen Winkeln (oder auch unter Winkeln, 
die zwei Rechte betragen) gesehen werden, aus zwei Curven dritten 
Grads.” Beide Curven gehen durch die vier Endpuncte der gegebenen Ge- 
raden, so wie durch ihren gegenseitigen Schnittpunet. Ferner haben die Cur- 
ven diejenigen zwei Puncte gemein, aus welchen beide Geraden unter rechten 
Winkeln erscheinen. Die zwei übrigen gemeinschaftlichen Puncte der Curven 
sind imaginär und liegen auf der unendlich entfernten Geraden. Der Satz 
umfafst viele, theils interessante specielle Fälle, welche unter besondern An- 
nahmen rücksichtlich der gegenseitigen Lage und der Gröfse der beiden Ge- 
raden eintreten. 

2. „Hat man in einer Ebene zwei ähnliche Curven dritten Grads, 
C’ und C}, deren homologe Dimensionen sich verhalten wie 2:1, hält die 
eine, elwa Ü’, in ihrer Lage fest, so kann die andere auf 24 verschie- 
dene Arten so gelegt werden, dafs beide Curven direct (nicht symme- 
trısch) ähnlich liegen, und einander in irgend einem Paar homologen 
Puncten m und m,, und nebstdem noch in irgend zwei nicht homologen 
Puncten n und q, berühren. „Durch die 24 Puncte m in der Curve Ü' 
können Curven 8'”" Grads gehen; und eben so durch die 24 m, in ©: 

3. „In einer beliebigen Curve dritten Grads giebt es, im Allye- 
meinen, 36 Paare parallele gleiche und gleichliegende Krümmungs - Halb- 
messer." — „Wieviele Paare parallele gleiche aber ungleichliegende Krüm- 
mungs- Halbmesser giebt es in derselben Curve?” 

Wird eine Gerade AB von einer Curve dritten Grads, C°, im Puncte 4 
berührt und im Puncte 3 geschnitten, so soll die Strecke AB schlechthin die 
Tangente der Curve und die Richtung von A nach B ihre Richtung genannt 
werden. Die Mitte der Tangente heifse M. Zwei parallele Tangenten 4B 
und A,B, heilsen gleichliegend oder ungleichliegend, je nachdem ihre Rich- 
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tungen gleich oder entgegengesetzt sind; die ihre Berührungspuncte verbin- 
dende Gerade oder Berührungssehne AA,, heifse & und ihre Mitte heifse N. 
Jede Gerade, welche von der Curve EC” in drei solchen Puncten A, B, C 
geschnitten wird, dafs der mittlere 3 gerade in der Mitte zwischen den äufsern 
A und liegt, soll hier Sehne oder heifsen. Gleiche Sehnen S— 
sind solche, in denen die drei Schnittpuncte gleichweit von einander abstehen, 
so ds AB= 4A, B,— B,C,. Mit Bezug hierauf lassen sich folgende 
acht Sätze und Aufgaben (4. bis 11.) einfacher aussprechen. 

4. „Kine beliebige Curve dritten Grads, C’, hat, im Allgemeinen, 
18 Paar parullele gleiche aber ungleichliegende T’angenten, und die Mitten 
N ihrer 18 Berührungssehnen © liegen in einem bestimmten Kegel- 
schnitte 

9. „Wieriele Paare parallele gleiche und gleichliegende T’anyenten 
hat dieselbe 

6. „Wieviele solche Paare Tangenten hat dieselbe Curve Ü', 
welche gegenseitig einander hälften?” 

7. „In derselben gegebenen Curve Ü’ giebt es, im Allgemeinen, 
9 Paar parallele gleiche Sehnen, S—=S, oder ABC= 4,B,C,:; und 
die Mitten, etwa N,, der 9 Geraden BB,, welche die mittlern Puncte 
der Sehnenpaare verbinden, liegen in dem nämlichen, vorgenannten (4.), 
Kegelschnitte 

8. „In derselben Curve Ü’ giebt es ferner 9 solche besondere 
Sehnen ABU= 8, bei welchen die den Schnittpuncten A, B, Ü zuge- 
hörigen drei Tangenten A,, B,, ÜC, einander in irgend einem Puncte 
treffen; dabei ist die Tangente B,, iın mittlern Puncte B, zugleich ein 
Durchmesser der Curve Ü’, und zudem berühren alle 9 Tangenten B, 
den nämlichen genannten Kegelschnitt 

9. „Der Ort der Mitten M aller Tangenten AB einer beliebigen 
Curve Ü ist eine Curve 15" Grads, M", welche die Basis C3 in ihren 
9 Wendepuncten, so wie ın thren drei unendlich entfernten Puncten 
berührt, oder vielmehr, welche die 9 Wendepuncte sammt den zuye- 
hörigen Wendetangenten, so wie die drei Asymptoten mit C’ gemein, 
aber zudem die drei unendlich entfernten Puncte der letztern zugleich 
zu fünffachen Puncten hat.’ — Nimmt man auf den Verlängerungen der 
Tangente AB einerseits den Punct M, so, dafs AB—= BM,, und anderer- 
seits den Punet M, so, dafs BA— AM, ist: so sind die Örter dieser beiden 
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Punclte M, und M, ebenfalls Curven 15'” Grads, M" und welche 
sich gegen die Basis Ü’ ähnlich verhalten, wie die Curve M". 

10. „Der Ort der Berührungssehne © aller Paare parallelen 
Tungenten einer beliebigen Curve Ü' ist eine Curve 9” Classe © und 
36” Grads; und der Ort der Mitte N der Berührungssehne © ist eine 
Curve 12'” Grads N".” Diese beiden Ortsceurven haben gleichfalls eigen- 
thümliche Beziehung zu der Basis EC’, wie die vorigen. „Ks kann keine 
zwei Berührungssehnen © geben, die einander hälften.” 

11. „Der Ort aller Sehnen S in der beliebigen Curve Ü ist eine 
Curve 6°” Classe und 18°” Grads.’ 

Bekannten Sätzen über die Kegelschnilte gewissermafsen analog, hat 
man rücksichtlich der Curven dritten Grads folgende zwei Sätze (12. und 13.). 

12. 1. „Zieht man aus irgend einem festen Pol P in der Ebene 
einer gegebenen Curve dritten Grads, Ü', beliebige Transversalen durch 
die letztere und legt in den je drei NSchnittpuncten die Tangenten an Ü, 
welche einander paarweise in irgend drei Puncten Q schneiden, so ?st 
der Ort dieser Puncte O eine Curve 9" Grads, 0", welche, unter un- 
dern, folgende interessante Eigenschaften hat. 1) Sie hat drei dreifache 
Puncte, (,, die in einer Geraden A, liegen; ihre 27 gemeinschaftlichen 
Puncte mit der Basis U’ bestehen: 2) in 6 Schnitten A, welche in ir- 
gend einem Kegelschnitte A’ liegen; 3) in 6 Berührungspuncten B (die 
fur 12 gemeinschaftliche Puncte zählen), durch welche irgend ein Kegel- 
schnitt B’ geht; 4) in 9 Schnitten 3D, 3E und 3F, die zu drei in 
drei Geraden D,. E, und F\, liegen; 5) die genannten Kegelschnitte 4’ 
und B?’ berühren einander doppelt, und jene Gerade A, (1) ?st zugleich 
ihre Berührungssehne; und endlich 6) die vier Geraden A,, D,. K, 
und F\, schneiden einander in einem und demselben Puncte.’ Ferner: 
„Bewegt sich der Pol P in einer beliebigen Geraden G, so beschreiben 
die vier Geraden A,, D,. E, und F\, beziehlich vier Kegelschnitlte A), 

”, Ei und F\), wovon jeder der drei letztern die Basis Ü’ in irgend 
drei Puncten berührt, u. s. w.” 

II. „Liegt der Pol P insbesondere in der Basis Ü’ selbst, wobei 

also die Transversale in nur zwei veränderlichen Puncten schneidet und 


somit nur der Schnitt Q von den zwei zugehörigen Tangenten ın Be- 

tracht kommt, so ist der Ort dieses Schnittes Q nur noch eine Curve 

4” Grads, welche drei Doppelpuncte hat, die in der Basis 
Crelle’s Journal f. d.M. Bd. XLV. Heft 4, 49 
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liegen.” — „Bewegt sich der Punct P längs der ganzen Basis Ü’, so 
ist die entstehende Schaar Curven Q* so beschaffen, dafs jede beliebige 
Gerade in der Ebene von je 30 derselben berührt wird. 

13. „Aus jedem Puncte P in der Ebene einer Curve dritien Grads 
C gehen 6 Tanygenten an dieselbe, deren Berührungspuncte, paarweise 
verbunden, 15 Berührungssehnen © bestimmen. Bewegt sich der Pol P 
ın irgend einer Geruden G, so berühren die 15 © stets irgend eine 
und dieselbe Curve 9” Classe ©, welche allemal mit der Basis C’ die 
3 Wendepuncte und zugehörigen Wendetangenten gemein hat, u. s. w.” 
Wie man bemerken wird, ist dieser Satz im Grunde mit dem obigen (10.) 
identisch, indem durch Projection der eine in den andern übergeht. 

14. Die den beiden vorstehenden NSätzen 12. und 13. analogen 
Sälze bei der Curve vierten Grads aufzufinden. 

15. „Man denke sich in einer Ebene beliebige 6 Puncte p, oder 
ein vollständiges Sechseck. Die Mitte jeder der 15 Seiten heifse a, und 
der Mittelpunct des durch je 5 der 6 Puncte p bestimmten Kegelschnitts 
heifse b. Durch je 4 der 6 Puncte » gehen zwei solche Kegelschnilte, 
deren Mittelpuncte in der durch die beiden übrigen Puncte p bestimmten 
Seite liegen; jeder dieser Mittelpuncte heifse c. Die auf diese Weise be- 
stimmten Puncte sammt den 6 Puncten p, was zusammen 6p--15a4-+-65 
--30e—=57 Puncte ausmacht, liegen allemal in irgend einer Curve fünf- 
ten Grads.” ,,Die Gleichung dieser Curve aufzustellen” — Wenn die 
gegebenen 6 Puncte p» insbesondere in einem Kegelschnitte Ü” liegen, so 
fallen die 6 Mittelpunete 5 in einen zusammen, der dann ein Doppelpunct der 
Curve € ist. Welche Beziehung haben die beiden Tangenten in diesem 
Doppelpuncte zu jenem Kegelschnitte C*? 

16. Sind in einer Ebene beliebige 6 Puncte p gegeben und man 
legt an den durch je 5 derselben gehenden Kegelschnitt aus dem jedes- 
maligen sechsten Puncte die beiden Tangenten, und bezeichnet jeden Be- 
rührungspunct derselben durch a; denkt sich ferner durch je 4 der 
6 Puncte p diejenigen beiden Keygelschnitte beschrieben, welche die durch 
die zwei ührigen Puncte p gehende Gerade berühren, und bezeichnet 
jeden dieser Berührungspuncte durch b: so liegen die auf diese Weise 
bestimmten 42 Puncte, nämlich 12a und 305, allemal in irgend einer 
Curve 6°” Grads, welche die gegebenen 6 Puncte p zu Doppelpuncten 
hat” ‚Die Gleichung dieser Curve zu finden.” 
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17. „Sind in einer Ebene 7 beliebige Puncte p gegeben und man 
legt durch je 5 derselben den durch sie bestimmten Kegelschnitt, und 
bezeichnet dessen Schnitte mit der durch die jedesmaligen zwei übrigen 
Puncte p gehenden Geraden durch a: so liegen die hierdurch bestimmten 
42 Puncte a allemal in irgend einer Curve 6" Grads, welche die ge- 
gebenen 7 Puncte p zu Doppelpuncten hat. ‚Die Gleichung dieser Curve 
aufzustellen.” 

18. ‚Soll eine Curve dritten Grads durch gegebene 6 Puncte a 
gehen und einen Doppelpunct d haben, dessen zugehörige Tangenten be- 
ziehlich durch zwei andere gegebene Puncte b und c gehen: so finden, 
im Allgemeinen, 25 Lösungen statt.” 

19. „Soll eine Curve dritten Grads durch gegebene 7 Puncte a 
gehen und einen Doppelpunct d haben, dessen eine Tangente durch einen 
gegebenen achten Punct b geht: so giebt es, im Allgemeinen, 18 Lösungen. 

20. „Soll eine Curve dritten Grads durch 6 gegebene Puncte a 
gehen und einen BRückkehrpunct r haben, dessen Tangente durch einen 
gegebenen siebenten Punct b geht: so finden, im Allgemeinen, 18 Lö- 
sungen stalt.” 

21. „Über einer gegebenen Grundlinie ab, deren Endpuncte in 
einer gegebenen Curve dritten Grads liegen, lassen sich dieser Curve 
fünf Parallelogramme einschreiben. Die fünf Puncte, in denen die Diu- 
gonalen der einzelnen Parallelogramme sich kreuzen, liegen mit der 
Mitte der Grundlinie ab allemal in irgend einem Kegelschnitte. Oder: 

„Fu jeder beliebig angenommenen Sehne ab in einer gegebenen 
Curve dritten Gruds giebt es, im Allgemeinen, fünf andere Sehnen, die 
ehr gleich und parallel sind, und die Mitten solcher sechs Sehnen liegen 
allemal in irgend einem Kegelschnitte.” Jede der 6 Sehnen schneidet die 
gegebene Curve noch in einem dritten Puncte, und diese 6 Puncte liegen 
ebenfalls in einem Kegelschnitte, welcher zu dem eben genannten eigenthümliche 
Beziehung hat. Läfst man die Sehnen unendlich klein werden, d.h. in Tan- 
genten übergehen, so geht der vorstehende Satz in einen bekannten Satz über. 

22. Zieht man durch einen festen Punct p in einer gegebenen Curve 
3'°" Grads C° eine veränderliche Transversale, welche die Curve (aufser in ») 
in zwei Puncten « und 5 schneidet, und bezeichnet die Mitte der Strecke ab 
durch P: so ist der Ort von P eine Curve 3" Grads P’, welche » zum 
Doppelpunct hat und durch die im Unendlichen liegenden drei Puncte a, der 
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gegebenen Curve Ü* geht. Sind p, p, und p, drei Puncte der Curve Ü', 
welche in einer Geraden @ liegen, so schneiden die ihnen entsprechenden 
drei Curven P', P} und P; einander zusammen (aufser in jenen 3 Punc- 
ten a,) in solchen 6 Puncten Q, welche in einem Kegelschnitte Q° liegen. 
Wird die Gerade @ sich selbst parallel bewegt, so ändern sich zwar 
mit den Puncten p, p,. und den Curven P’, auch zugleich 
die 6 Puncte Q: aber der Kegelschnitt O’, in welchem die letztern stets 
liegen, bleibt unveränderlich fest. 

23. Durch gegebene 9 Puncte p ist die Curve 3" Grads,. @°, im 
Allgemeinen, absolut bestimmt; und eben so die Curve 3'" Classe, K°, .durch 
gegebene 9 Tangenten g. 

Soll dagegen eine Curve @’ durch gegebene 8 Puncte » gehen und 
eine gegebene Gerade 9 berühren, so ist sie vierdeutig bestimmt, d. h. so 
finden 4 Lösungen stalt; und gleicherweise ist die Curve A’, wenn sie 8 
segebene Gerade g berühren und durch einen gegebenen Punct » gehen soll, 
vierdeutig bestimmt. 

Wie verhält es sich nun in dieser Hinsicht. wenn die Curve @° durch 
7. 6,5. 4,3. 2, 1,0 gegebene Puncte » gehen und beziehlich 2, 3, 4, 
5. 6. 7. 8. 9 gegebene Gerade 4 berühren soll? Wie steigt die Zahl der 
Lösungen? Für die Curve A’ findet in allem Analoges statt. 

Berlin. im November 1852. 


Verbesserungen im vorhergehenden Hefte. 


S. 205 oben lies A°, 2°, A2 stalt A, A, 

— 207 unten lies «:A#?=yB:yA statt yA:yB 

— 208 oben lies = xB:zA statt 34:zB 

— — Zeile 8 lies aa, = b:a stalt a:b 

— — Zeile 11 und 12 sind « und A® mit 5 und B? zu vertauschen. 


Druck von G. Reimer in Berlin. 
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